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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.3 Mengen von reellen Zahlen

Beweis. Sei M CIR und M # (. 2/3/6

(1). Essei a € M und b eine obere Schranke von M. Wenn M iiberhaupt eine
obere Grenze besitzt, dann muf} sie schon in dem Intervall [a,b] liegen. Denn ist ¢ < a,
dann ist ¢ keine obere Schranke von M und damit erst recht keine obere Grenze. Ist
b < ¢, dann ist ¢ nicht die kleinste obere Schranke von M. Wir brauchen also nur
in dem Intervall [a,b] nach einer oberen Grenze von M zu suchen, und dies geschieht
mit Hilfe einer Intervallschachtelung.

Wir konstruieren eine Intervallfolge ([an, bn]) mit den folgenden Eigenschaften:
® dn S an—l—l S bn+1 S bn7
e b, ist eine obere Schranke von M,

o fiir jedes n existiert ein x € M mit a, <z,

i bn+1 — Qpy1 = %(bn - an)'

Wir starten mit
apg = a, bo =b.

CLO+bo
2

(a) ¢ ist eine obere Schranke von M oder

Essei ¢ = . Fiir ¢; sind zwei Félle moglich, ndmlich:

(b) ¢ ist keine obere Schranke von M. Dann existiert ein x € M, so dafl ¢ < .
Entsprechend dieser Fallunterscheidung definieren wir das Intervall [aq, b;].

a; = ag, by =cy, falls ¢; eine obere Schranke von M ist,

a; =c1, by =by, falls ¢; keine obere Schranke von M ist.

Damit gilt stets ag < a3 < by < by und by ist eine obere Schranke von M.
Weiterhin gibt es ein € M mit a; < x, und schlieBlich ist b; —a; = %(bo — ap).

Bemerkung. Die Definition des Intervalls [a1,b1] hétte man sich ersparen kénnen, da [aq,b;] als
Spezialfall von [apn41,bnt1] auftritt. Nur des besseren Verstidndnisses wegen ist dieser Fall hier disku-
tiert worden.

Seien nun (entsprechend der Induktionsvoraussetzung) a, und b, schon mit den geforderten
Eigenschaften definiert.
a, + b,

Es sei c¢,y1 = 7



Analog wie im ersten Schritt kénnen fiir ¢,,; wieder zwei Fille eintreten:

(a) cu41 ist eine obere Schranke von M oder

(b) ¢py1 ist keine obere Schranke von M.
Entsprechend dieser Félle definieren wir:

Gpi1 = Qpn, bpy1 = i1, falls ¢,4q eine obere Schranke von M ist,

Gp+1 = Cpi1, bpyr = by, falls ¢,11 keine obere Schranke von M ist.

Man iiberpriift leicht, dafl ([an, bn]> eine Intervallschachtelung mit den gewiinschten
Eigenschaften ist.

Nach dem Intervallschachtelungsaxiom existiert ein ¢ € R, so da} a, < ¢ < b, fiir
alle n € N.

Behauptung 1: ¢ ist eine obere Schranke von M.
Es ist zu zeigen: Fiir jedes x € M gilt: z <.
Annahme: ¢ ist keine obere Schranke von M.

Dann existiert ein « € M mit ¢ < x. Da b, nach Definition eine obere Schranke von
M ist, gilt: a, <c<x <b, firjedes n € IN.

Es ist roc> 0, und wegen b, —a, = 2%(()0 —ag) erhdlt man b, —a, <d fir
hinreiché;gl grofie n.

Dies liefert einen Widerspruch.

Behauptung 2: ¢ ist die kleinste obere Schranke (also obere Grenze) von M.

Annahme: c¢ ist nicht die kleinste obere Schranke von M.

Dann gibt es eine kleinere obere Schranke d von M, also d < ¢, und d ist ebenfalls
eine obere Schranke von M.

Nach Voraussetzung existiert fiir a, ein x € M, so dal a, < x. Wegen x < d gilt
insgesamt

ap, <z <d<c<hb,.

Analog wie beim Beweis von Behauptung 1 erhélt man einen Widerspruch.

Folglich ist ¢ obere Grenze von M.

(2) bleibt als Ubungsaufgabe.

Hinweis: Sei M # () und M nach unten beschrinkt.
Man bilde M~ ={—xz : x € M}.
g.z.z.. M ist nach unten beschrankt gdw M~ nach oben beschriankt ist, und

¢ ist obere Grenze von M~ gdw —c untere Grenze von M ist.

Es 1d83t sich auch zeigen, daf die Eigenschaften (1) und (2) dquivalent sind.
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(3). Zusammenfassung von (1) und (2). O
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