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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit Zahlenfolgen, die u.a. zur Einfithrung und
Behandlung des fiir die Analysis duflerst wichtigen Grenzwertbegriffes unerléfllich sind.

Definition. (Folge)

F' ist eine Folge (von reellen Zahlen)
s; I ist eine Abbildung von N in R,

d.h., jeder natiirlichen Zahl n wird eine reelle Zahl a,, zugeordnet, so da} F(n) = ay.
Bez.: F = (an)n:()’lygw' oder einfach F' = (CI,n)

Die a, heiflen Folgeglieder.

Fiir den praktischen Gebrauch kann die Folge auch mit dem Glied a;, k£ > 0, beginnen.
Hierzu miifite die Definition wie folgt verallgemeinert werden: Eine Folge F' ist eine
Abbildung aus IN in IR, wobei D(F') unendlich ist.

Beispiele.
@ =(i7) =G 351 )

Betrachtet man (a,) = (%), dann wird selbstverstiandlich angenommen, dafl die Folge

nicht mit ag beginnt, sondern erst mit a;.

(ay) = (1;(;11)“) =(0.1.0 30,8 ),

- 1 n+1 - l 1 l 2 l 3

@)= (143D ) = ((+ D)) 0+ 3)" 0+ g) ),
2

(an) = <(_1)n) - (]-a _]-7 1a _]-7 17_17 .- ')a
(an) = (0) = (0, 0,0, ...),
(a,) = (n)=1(0,1,2,3,...).
Nicht alle Folgen, die man bilden kann, sind fiir uns interessant. Wir sondern mit Hilfe
einer Definition eine besonders wichtige Teilklasse aus.

Qn
7

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. (Konvergenz)

Sei (a,) eine Folge und a € R.

(a,) ist konvergent gegen a

= Fiir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n >ny gilt: |a, —a| <e.

In diesem Falle heiit a Grenzwert oder Limes von (ay,).

Bez.: a = lim a, oder a=1lima, oder auch einfach
n—oo
a, ——a oder a, — a.

n—oo

3/0/0

3/0/1

3/0/2

3/0/3

3/0/4

3/1/0



Um den Konvergenzbegriff moglichst anschaulich zu formulieren, sagen wir auch: 3/1/1
In jeder e-Umgebung von a liegen fast alle Folgeglieder a,. ,Fast alle® bedeutet
»alle, mit Ausnahme hochstens endlich vieler®.

Definition. 3/1/2

(1) (an) konvergiert (oder ist konvergent) in R

= Es existiert ein a € R, so dal (a,) gegen a konvergiert.
(2) (an) divergiert (oder ist divergent) in R

= (an) ist nicht konvergent in IR.

Bemerkung. Im folgenden bedeutet , Konvergenz“ — wenn nichts anderes vereinbart 3/1/3
wird — immer ,, Konvergenz® in IR.

Beispiele.

1. Sei (a,)= (%)
Behauptung: (a,) konvergiert gegen 0.
Beweis. z.z.: Fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es ein ng, so daf fiir jedes n > ny gilt:

L 0‘ =Ll
n n
Sei ¢ > 0. Nach Satz 2.2(11) existiert ein ng, so daf§ ni <e. Fir n>ny ist dann
0
‘l—0‘2l§i<a. Also liml:0.
n n — ng n
- 2n?
2. Sel (an) = <7’L2~|»27’H3> 3/1/4/2
Behauptung: a, — 2.
Beweis. Sei € > 0. Es ist
2n? n?—2n?—4n—6
2l = |2l
n?+2n+3 n?+2n+3
B ‘ —4n — 6 B 4dn + 6
 n24+2n+31 n2+2m+3
B 4n n 6
242043 n2+2n+3
<2 <£&
4 3 7
< -+ =
n o n o n

Ist ng > g, dann gilt fiir alle n > ng :

§l<5.

— <
|an 2| > o

NEEN
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3. Sei (an) = ((—1)"). 3/1/4/3
Behauptung: (a,) ist divergent (in IR).
Annahme: (a,) konvergiert gegen a € R.

Nach Definition der Konvergenz erhélt man: Fiir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf
fur jedes n >ng gilt: |a, —al <e.

Dies gilt insbesondere fiir ¢ = 1.

Fiir a sind zwei Félle moglich: @ >0 oder a < 0.

Fall 1. a > 0.
Ist n ungerade, dann ist a, = —1. Folglich ist
l=e>la,—al=|-1-a =[1+a >1, N!
Fall 2. a < 1.
Ist n gerade, dann ist a, =1 und damit gilt
l=c>la,—al=[1+(-a)|>1, V!
>0

Folglich ist (a,) nicht konvergent.

Satz 3.1 Eine Folge (a,) hat hichstens einen Grenzwert 3/1/5
(d.h., (a,) konvergiert gegen hichstens eine Zahl).

Beweis. Angenommen, a, — a und a, — b und a #b. 3/1/6
Dann ist |a — b| > 0.
Nach Definition der Konvergenz gilt:
Fiir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fir jedes n >mng : |a, —a| <&, und
es existiert ein my, so daf fiir jedes n > mg : |a, — b <e.
la — 0]
5
Ist k& = max{ng, mo}, dann gilt fir n >k

Das gilt speziell fiir ¢ =

la —b| =]a—an+ a, — b <la—a,| +|a, — b| < 2e.

Also

—b
|a—b|<2z€:2-’a2 ’:|a—b| 'A/., a

Definition. (Nulifolge) 3/1/7
Eine Folge (a,) heifit Nullfolge
= (an) konvergiert gegen 0.
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Beispiele.

1. (%) und (0) sind triviale Beispiele fiir Nullfolgen. 3/1/8/1
2. Essel |a]| <1 und (a,) = (a"). 3/1/8/2

Um nachzuweisen, dafl (a") eine Nullfolge ist, g.z.z.:
Wenn ¢ > 0, dann existiert ein ng, so da8 fiir jedes n >mngy : |a" — 0| <e.
Sei € > 0. Fir a =0 ist die Behauptung trivial.

Es sei jetzt a # 0. Wegen |a| <1 ist V}L‘ > 1.

Nach dem Korollar zur Bernoullischen Ungleichung existiert fiir % eine natiirliche Zahl

no
ng, so daf (1) > 1 Folglich ist 1 >%, also |a|™ <e. Fir n>mng gilt

|al £ |ao|"
damit |a" — 0| = |a|" < |a|™ < e.
Satz 3.2 (a,) konvergiert gegen a <= (a, —a) konvergiert gegen 0. 3/1/9
Beweis. Trivial. a 3/1/10
Definition. (Beschrinktheit bei Folgen) 3/1/11

Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.

(1) (a,) ist nach oben (bzw. nach unten) beschrankt

= Es existiert ein ¢ € R, sodal a, <c (bzw. ¢ <a,) fiir jedes n.

(2) (an) ist beschrdankt

= (a,) ist nach oben und nach unten beschrénkt.

Folgerung. (a,) ist beschrankt gdw ein ¢ € R existiert, so dal |a,| < c. 3/1/12
. 1007 . .
Beispiel. (a,) = =) st beschrankt. 3/1/13
100"\ _ (100° 100 1007 100%%° 100! )
n! o o1 20100 7101
—— e ——
1 100 5000

0 ist offenbar eine untere Schranke von (ay,).
Es bleibt noch nachzuweisen, dafl es auch eine obere Schranke gibt, obwohl es aufgrund
der ersten Glieder nicht so zu sein scheint.

Fiar n > 100 und n =100+ k ist
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100100+k (0100 100 < 100100

n = (100 + k)! — 100! 101 - 1012--- (100 + k) = 100! = a100-

<1

Fiir n < 100 ist offensichtlich a, < ajgo. Folglich ist ajoo eine obere Schranke von

(ay).
Bemerkung. (%) ist sogar eine Nullfolge. Denn fiir n =100+ %k und k>0 ist

100100+k 10100 100% 100

— . < c- .
(100 + k)! — 1000 "101-102---(100 + &) — ¢ 100+ k'
——

=c

Ay =

< To04%
und fiir beliebiges € > 0 ist dann

c-100
100 + &

<e = %<100+k:n,

d.h., fiir fast alle n gilt |a, — 0| = |a100+k| < €.

Satz 3.3 Jede konvergente Folge ist beschrdankt.

Beweis. Essei (a,) konvergent gegen a.

Fir ¢ =1 existiert dann ein ng, so daf fiir jedes n > ng gilt: |a, —a| <e=1.

Es sei d:=max{|ag —al : n <ng}, = |a, —a|] <d fiir alle n < ny.
Fiir beliebige n gilt dann: |a, — a| < 1+ d. Hieraus erhilt man

lan| = |an —a+a| <|a, —al+|a] <1+d+a| :=c.
——
<1+d

Folglich ist (a,) beschrankt. [

Definition. (Hdaufungspunkt einer Folge)

Es sei (a,) eine Folge und a € R.

a ist ein Haufungspunkt (oder Verdichtungspunkt) von (a,,)

5; In jeder e-Umgebung von a liegen unendlich viele Folgeglieder a,,
(die untereinander auch gleich sein diirfen, d.h., fiir jedes & > 0 und fiir jedes ng

gibt es ein n > ng, so daB |a, —a| < ).

Satz 3.4 Jede beschrdnkte Folge besitzt wenigstens einen Hdaufungspunkt.
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Beweis. Sei (a,) beschrankt und M = {a, : n € N}. 3/1/18
1. Fall: M ist endlich.

Dann miissen unendlich viele Folgeglieder untereinander gleich sein:

Upy = Qp, = Ay, = -+ := a. Folglich ist a ein Haufungspunkt von (a,).

2. Fall: M ist unendlich.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt M als nicht-leere und beschrankte
Menge einen Haufungspunkt a. Dieses a ist dann auch Haufungspunkt der Folge
(an)- a

Bemerkung. Es gibt Folgen, die nicht beschriankt sind und 3/1/19
(a) keinen Haufungspunkt besitzen,
(b) genau einen Haufungspunkt besitzen,
(c) fiir jedes k€ N genau k Haufungspunkte besitzen bzw.
(

d) unendlich viele Haufungspunkte besitzen.

Beispiele.

(a) (an) =1(1,2,3,...) (kein Hiufungspunkt)
(b) (a,) =(0,1,0,2,0,3,...) (genau ein Hiufungspunkt)
() (an)=(1,...; k1,1, ... k2. 1,...,k3,1,...,k,4,...) (genau k Hiufungspunkte)
(d) Ubungsaufgabe!

Definition. (Teilfolge) 3/1/20
Es sei (a,) eine Folge und ng <n; <ng <... (dh, n;<n; fir i <j; i,j€N).
Dann heif3t <a”i>z’=0,1,2,... Teilfolge von (ay,).

Satz 3.5 (a,) konvergiert gegen a <= jede Teilfolge von (a,) konvergiert gegen a. 3/1/21

Beweis. (—) Sei a, — a und (a,,) eine Teilfolge von (a,). 3/1/22
Wegen a,, — a gilt: Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein mg, so daf fiir jedes n > my:

la, — a| < e. Das gilt insbesondere fiir alle n; > mg. Offenbar ist n; > ¢ und damit

la,, —a| < e fiir alle i > my.

(«—) trivial, denn (a,) ist eine spezielle Teilfolge von sich selbst. [

Satz 3.6 Ist a ein Héaufungspunkt der Folge (a,), dann existiert eine Teilfolge von 3/1/23
(a,), die gegen a konvergiert.

46



Beweis. Sei a ein Haufungspunkt von (a,). 3/1/24
Dann gilt: Fiir jedes € > 0 und fiir jedes ng existiert ein n > ng, sodal |a,—al < e.

Fir n=1,2,3,... wahlen wir ¢, = o
Damit erhalt man:

fir e =1 und ny=1 gibt es ein ny > ngy, soda |a,, —a| <e; =1,

fiir e, = % und ng =n; + 1 gibt es ein ny > ng, so da |a,, —a|l < &g = %;
fiir e3 = % und ng =ny + 1 gibt es ein ng > ng, sodal |a,, —a| <e3 = %;
Wegen ng:=0<n; <ng <...ist (a) eine Teilfolge von (a,), und (a,,) konver-
giert offenbar gegen a. D
Korollar. Jede beschrinkte Folge enthdlt eine konvergente Teilfolge. 3/1/25

Beweis. Sei (a,) beschrinkt. Dann besitzt (a,) einen Haufungspunkt (nach Satz 3.4) 3/1/26
und schliefflich eine konvergente Teilfolge (nach Satz 3.6). 4

Definition. (Limes superior, Limes inferior) 3/1/27
Es sei (a,) eine beschrinkte Folge von reellen Zahlen und H(a,) die Menge aller
Héufungspunkte (oder Limites von konvergenten Teilfolgen) von (ay,).

nll_{lolo sup a, ( = n@o an) = sup H(ay).

sup H(a,) heiit Limes superior oder oberer Limes von (a,) [= groBter Haufungspunkt

in H(a,)].

nh_}r{)lo inf a,, ( = nh_%loan) = inf H(a,),.

inf H(a,) heifit Limes inferior oder unterer Limes von (a,) [:= kleinster Hiufungspunkt

in H(a,)].

Bemerkung. Die Definition ist korrekt, denn 3/1/28

(1) H(a,) #0, da (a,) beschrinkt ist.

(2) H(ay,) ist beschrinkt, denn (a,) ist beschrinkt; folglich existieren sup H(a,) und inf H(a,).

(3) Mit Satz 2.10 148t sich zeigen, daB sup H(a,) = max H(a,) und inf H(a,) = min H(a,).
(Ubungsaufgabe!)

Satz 3.7 Flir beschrdankte Folgen (a,) sind die Bedingungen (1) — (3) dquivalent: 3/1/29
(1) (an) ist konvergent.
(2) (a,) besitzt genau einen Hdiufungspunkt.

(3) lima, = lima,.
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Beweis. Ubungsaufgabe! a 3/1/30

Definition. (monoton wachsend bzw. monoton fallend ) 3/1/31
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.

(1) (an) ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend)

5 Fiir jedes n gilt: a, < apqq (bzw. apqq < ay).

(2) (a,) ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)
= Fiir jedes n gilt: a, < anq1 (bzw. any1 < ay).

Fiir ,,monoton wachsend“ bzw. ,monoton fallend“ schreiben wir gelegentlich auch ein- 3/1/32
fach ,,monoton*.

Satz 3.8 FEine monotone Folge ist konvergent gdw sie beschrinkt ist. 3/1/33

Beweis. (—) Konvergente Folgen sind beschrinkt (nach Satz 3.3; hierzu ist die Monotonie 3/1/34
nicht notwendig).

(¢—) Sei (a,) monoton wachsend und beschrinkt (fiir ,,fallend* verléuft der Beweis analog).
z.z.. (a,) ist konvergent.

Sei a = sup{a, : n € N}.

Behauptung: a, — a.

Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung ist a kleinste obere Schranke von (a,), d.h., ist
a’ < a, dannist o’ keine obere Schranke von (a,). Sei a’ =a—¢, dann existiert ein
Folgeglied ay,, so daB a—¢ < an,. Da (a,) monoton wichst, gilt fiir alle n > ny:

a—e<ap, <a,<a, also l|a,—al<e fir n>ng. Q
Beispiel. (Definition der Eulerschen Zahl e) 3/1/35
. . 1\"
Sei a, = (1+n> )

Behauptung: (a,) ist streng monoton wachsend und beschrinkt. (Dann ist (a,) nach
Satz 3.8 konvergent.)

z.z.. 1. a, < apy fiir jedes n und
2. (a,) ist beschrinkt.

a
Zul. gz.z.: Ziﬂ > 1 (denn alle a, sind positiv).
n

Es ist




n+2 ()" :n+2_<n(n+2)>"
()T T

- () 34 )

n
2l-ain?

\)

n 4+
n 4+

v
—_

n
11— ) nach der Bernoullischen Ungleichun
( (n+1)2 ( & &)

n+2 ntn+l
n+1 n24+2n+1

> 1, denn

n+2 n'tn+l

2 2
n+1 n2+2n+1>1 — (m+2)(n°"+n+1)>n+1)(n"+2n+1)

— nP4+3n2+3n+2>n+3n*+3n+1

(und die letzte Ungleichung gilt offensichtlich).

Also a, < a,+; fir jedes n, und damit ist (a,) streng monoton wachsend.

Zu 2. (a,) ist beschrénkt.
Offenbar ist a; = (1 + %)1 =2<a, fir jedes n.

Weiterhin ist
a, = (1+ 1)“ <(1+ 1)”- (1+l) = (1+%)"+1 = b,

n n

Es geniigt zu zeigen, daf die Folge (b,) streng monoton fillt.

g.2.7.. bbn > 1 (denn alle b, sind positiv).
n+1

Der Beweis hierzu verlauft dhnlich wie fiir (a,), er wird als Ubungsaufgabe gestellt.

Damit haben wir

b= (1+1) =4>b, firjedes n,

Also
2<ap < apiq < by < b, <4

Dann ist (a,) monoton wachsend und beschréinkt, also konvergent und (b,) monoton
fallend und beschrankt, und somit auch konvergent.

Folglich existieren Zahlen e und €', so daf
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. 1 n o . 1 n+1 oy
hm(l+ﬁ> =e und hm(l+ﬁ) =e.
Behauptung: e = ¢€'.

Annahme: e #¢€'.

Dann ist ¢ :=|e — ¢/| > 0, und folglich gilt fiir hinreichend groBe n

le—e| =le—an+a,—by+b,— €| <le—an|+|an — bn| + |bn — €|
—_—— —_——

< <

wlm
wlo

< %+|an—bn|.

Schliefflich gilt

= [ 2 0 7 0 2 (- )
:(1+%>n-%§4 %<%, falls 16—2<n.
<4
Folglich ist e =le—€| <e¢ 'A/.’
Also e=¢.
Bemerkung. 3/1/36
Wegen 2<a,<e=¢€¢ <b, <4 ist (1+%)n<e<(1+%>n+l;

folglich 148t sich e beliebig genau durch rationale Zahlen anndhern: e ~ 2,7183.. .,
allerdings ist e selbst nicht rational.

Satz 3.9 (Cauchysches Konvergenzkriterium) 3/1/37
FEine Folge (a,) ist konvergent (in R) gdw

fiir jedes € >0 ein ngy existiert, so daf$ fir jedes m, n > ng gilt: |a, — a,| <e.

Beweis. (—) Sei (a,) konvergent, a, — a. 3/1/38
Nach Definition existiert fiir € > 0 ein ng, sodafl fir n > ny stets gilt: |a, —a| < %
Folglich ist
lan, — am| = o, —a+a—ap| <la, —al+|a—ay| <e fur m, n>ny.
—_—— ——
<3 <3

(«—) Wir zeigen zunéchst, dal (a,) beschrinkt ist.

Es sei € = 1. Dann existiert ein ng, so dal |a, — a,,| <1 fir jedes m, n > ny.
Fir m =ny ist insbesondere |a, — a,,| < 1.
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Wir wéhlen d = max{|a; — an,| : 1 =0,...,n0— 1}.

Dann gilt fiir beliebige n
|| < an — ang + ang| < an — anp| + [an,| <1+ d+ |an,| = c.

Folglich ist (a,) beschréankt. Damit besitzt (a,) einen Hiufungspunkt a und eine
konvergierende Teilfolge (a,,) mit a,, — a. (Korollar zu Satz 3.6; Satz 3.4)

'L—)OO
Nach Definition gilt dann:
Fiir jedes € > 0 existiert ein mg, so daf fiir jedes n; > my gilt: |a,, —a| < %

Nach Voraussetzung existiert ein my, so dafB fiir jedes m, n > m{ gilt: |a, — a,| < %

Fir n, n; > mo, m{ gilt dann

lan, — a| < |an, — an,|+|an, —al <e.
—_— ——

< <

£
2

N|m

Also a, — a. O

Definition. (Cauchyfolge oder Fundamentalfolge)
(ay) ist eine Cauchyfolge (oder Fundamentalfolge)
5; Fir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n, m > ny gilt: la,—an,| < e.

Korollar. Cauchyfolgen konvergieren in R.
Beweis. Der Beweis ist nach Satz 3.9 trivial. a

Da Cauchyfolgen in IR konvergieren, nennt man IR auch vollstindig (bez. der Konvergenz

von Cauchyfolgen).
In diesem Sinne ist Q nicht vollsténdig, denn (1 + %) ist z.B. eine Cauchyfolge in

Q, aber sie ist in @ nicht konvergent.
Wir betrachten jetzt wieder Folgen in R.

Satz 3.10 (FEigenschaften konvergenter Folgen)
FEs seien (ay), (b,) konvergente Folgen und c, d seien reelle Zahlen. Dann gilt :

1) (¢-ay,) ist konvergent und lim(c- a,) = c-lima,,.

(

(2) (an +by) ist konvergent und lim(a, + b,) = lima,, + lim b,.

(3) (an-by) ist konvergent und lim(a, - b,) = lima,, - lim b,,.

(4) Sind alle b, #0 wund ist limb, # 0, dann ist (bi) konvergent und
11 !
lim b, limb,
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(4") Sind alle b, #0 wund ist limb, # 0, dann ist (Z—") konvergent
. a, _ lima, !
und lim b = Timb,

(5) (Jan|) ist konvergent und lim |a,| = |lim a,]|.

(6) Ist a, <b, firjedes n, dann ist lima, < limb,.
Ist insbesondere a, < d bzw. d <b, fir jedes n, dann ist lima, <d
bzw. d <limb,,.

Beweis. Essei lima, =a, limb, =b und sei € > 0. 3/1/44/1
(1). Esist |c-a, —c-a|l =|c|-|a, —a| = (x).

L. Fall: ¢=0. = (%) <e¢ fiir jedes n > 0.

2. Fall: ¢#0. = |a, —qa| < |€?| fur fast alle n.

Damit erhilt man

£

c = ¢ fir fast alle n.

lc-an—c-al =|c| - |a, —al <|c|-

In jedem Fall ist also
lim(c-a,) =c-a=c-lima,.
(2). Nach Voraussetzung gilt: a, — a, b, — b.

Folglich existiert ein ng, so daB fiir jedes n > ng:

g

_ 1S _
|y, a|<2 und b, b|<2

Daraus erhélt man

[(an +bn) — (a+b)| = |an —a+b, —b| < |a, —a| +|b, —b] <&
fir n > ng.
Also

lim(a, + b,) = a + b =lima, + limb,.

(3). Essoll |a,-b, —a-bl durch e ,abgeschétzt® werden, und zwar fiir fast alle n.

Es ist bekannt, daf |a, — al, |b, — b ,klein“ werden fiir hinreichend groe n. Wir
beginnen zu rechnen und versuchen ein ng so zu finden, dafl die Abschétzung gelingt.

|anb, —ab] = |ayb, — ayb+ a,b — ab|
< lapb, — apb| + |a,b — ab
= |an|[bn = b[+[b] - |an — a := (xx)
\7,/ klein klein

Nach Voraussetzung ist (a,) konvergent, also auch beschréankt durch ein ¢ > 0, d.h.,
la,| < ec.

92



Daraus erglbt sich
. _ < c-. — & _ £

Dies gilt aber nach (1) fiir hinreichend grofie n.
£
2

Damit erhilt man insgesamt (**) < €.

Analog gilt auch |b| - |a, —a] < 5 fiir grofe n.

(4). Um diese Behauptung beweisen zu kénnen, benotigen wir zunéchst ein

Lemma. Wenn limb, = b # 0, dann ezistiert ein mg, so daf fir jedes n > mqy gilt: 3/1/44/2

|bn| > 14

5

Beweis. Sei ¢ = 5 Wegen b, — b gibt es ein myg, so daf} fiir jedes n > mq gilt: 3/1/44/3
b

b, — b < e = |2|

Weiterhin gilt:

14

[oa] = 1Bl] < b = 0] < 5} =

14 |b]
—7<|bn|—]b|<7 —
14 3
5 <|bn|<2~|b| —
1 2
— < a
|bn] ~ [b]
Beweis zu (4). Es ist 3/1/44/4
1 1 b—b 1
= =7 = Ll = - |b— by,
e R m AL
1 1 2
= —=-lb, — b < =5 |b, —b| := (xx%).
—~—
<2

Wegen b, — b existiert fiir € >0 ein ng, so daB fiir jedes n > ny gilt:
b, — b| < % b2 = (xx%) <e fiir n>ng.

Also lim 1_1 1

b, b  limb,
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(4). Wegen b, #0, b, —b und b#£0 gilt & — b Daauch a, — a erhilt man

bn
mit (3)

e o
. a, _ a _ lima,
lim 7% =5 = Timb,

(5). Esist “an| — \a]‘ < |a, — a| < e fur hinreichend grofie n. = |a,| — |al.
Also lim|a,| = |a| = |lim a,|.

(6). Sei ¢, :=b, —a, (>0).
g.z.z.: lime, > 0.
Denn dann gilt ja

0 <lime, = lim(b, — a,) = limb,, — lima, —

lima, <limb,.

Annahme: lime, :=¢ < 0.
]

Sei € = ?:—%. Dann liegen in U.(c) fast alle ¢,. =
c c
c—e<c,<c+e, also c—(—§)<cn<c+(_§) —

3. [ /
5 c<ca<g <0 M

Ist speziell a, <d, soist lima, <limd=d (d als konstante Folge betrachtet).
Analoges gilt fir d <b,. O

Definition. (bestimmte Divergenz) 3/1/45
Es sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.

(a,) divergiert bestimmt gegen +o0o (bzw. gegen —o0)

= Fiir jedes ¢ € R existiert ein ny, so daB fir jedes n > ny gilt:

Df
c<a, (bzw. a, <c).
Bez.: lima,, = +0c0 bzw. lima, = —00 oder auch
a, — 0o bzw. a, — —00
Beispiel. (a,) = (2") ist bestimmt divergent gegen -+oo. 3/1/46

Denn ist ¢ € R, dann existiert ein ny mit ¢ < ng < 2", Folglich gilt fiir n > ng :
c<ng <2 2" = q,.

Aber: (a,) = ((—2)”) ist divergent, jedoch nicht bestimmt divergent.
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Satz 3.11 Ist (a,) bestimmt divergent und (b,) beschrinkt, dann ist (a, + b,) be- 3/1/47
stimmt divergent.

Beweis. Ubungsaufgabe! O 3/1/48

3.2 Reelle Zahlen als Grenzwerte von Folgen
rationaler Zahlen

Satz 3.12 Zu jeder reellen Zahl a ezistiert eine Cauchyfolge (a,) wvon rationalen 3/2/1
Zahlen, so daff lima, = a.

Beweis. (Idee) Sei a € R. Man konstruiert eine Intervallschachtelung ([a,,b,]) von 3/2/2
rationalen Zahlen mit a,, <a <b, und b, —a, = 2%(170 — ap).
Dazu seien ag, by beliebige rationale Zahlen mit ay < a < by.

Weiterhin seien a,, b, (nach Induktionsvoraussetzung) schon mit den geforderten Eigen-

schaften gegeben.

Ist cpy1 = an _2|_ b", dann ist ¢,11 €Q.

Jetzt definieren wir a,1, b,+1 wie folgt:

Gpi1 = Cpr1 und byyq :=b,, falls c¢,11 <a und

Qpyy = a, und b,y1 :=cpiq, falls ¢, > a.

Behauptung: a, — a (und b, — b).
Esist a,<a<b, — a—angbn—an<2in(bo—ao)—>0 — a, — a. a
n—o0

Definition. (grenzwertgleich) 3/2/3
Es seien (a,), (b,) Cauchyfolgen.

(a,) und (b,) sind grenzwertgleich

= (an, —b,) ist eine Nullfolge.

n n+1
(1 + %) , <1 + %) ™ sind z.B. grenzwertgleiche Cauchyfolgen im Bereich der ratio- 3/2/4
nalen Zahlen.

Bemerkung. ,Grenzwertgleich“ ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Cauchy-
folgen von rationalen Zahlen. (Beweis mit Satz 3.10 trivial).

Dabei ist der Begriff Aquivalenzrelation wie folgt definiert:

Es sei M eine Menge und ~ eine zweistellige Relation in M. 3/2/5

~ heift Aquivalenzrelation in M
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= Firalle a,b,ce M gilt:

Df
(1) a~a, (Reflexivitit)
(2) wenn a~b und b~c¢, so a~c, (Transitivitét)
(3) wenn a~b, so b~ a. (Symmetrie)

Ein Mengensystem S = {M; : i € I} mit einer Indexmenge I heifit Klasseneinteilung oder Partition 3/2/6
oder Zerlegung von M
5; (1) M; CM und M; # 0 fiir alle 7 € [.

(2) UMZ =M, und firjedes 4, j €l mit i#j ist M; N M; =0.

i€l

(vgl. z.B. Literaturangabe [4], Teil I, Seiten 43 — 44.)
Eine Aquivalenzrelation ~ in M zieht eine Klasseneinteilung von M nach sich; je-
weils dquivalente Elemente gehoren der gleichen Klasse an (dies miiite natiirlich bewiesen
werden). Die so entstehenden Klassen heien auch Aquivalenzklassen.
Ist M die Menge aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen und ~ die Grenzwert-
gleichheit in M, dann wird M in Aquivalenzklassen grenzwertgleicher Cauchyfolgen
zerlegt. Damit sind neue mathematische Objekte entstanden, die (wie Dedekindsche Schnit-
te) ebenfalls als reelle Zahlen interpretiert werden kénnen.

Definition. (reelle Zahlen) 3/2/7
a ist eine reelle Zahl
= Es gibt eine Cauchyfolge (a,) von rationalen Zahlen, so dafi a die Aquivalenz-

klasse aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen ist, die mit (a,) grenzwertgleich

sind.

Bez.: a= (a,) ={(bs) : b, €Q und (a, —b,) ist eine Nullfolge}.

Jede Cauchyfolge (b,) mit (b,) € a = (a,) ist ein Reprisentant der Klasse a. Die 3/2/8
Menge der betrachteten Aquivalenzklassen heifit Menge der reellen Zahlen und wird mit
IR bezeichnet.

Beispielsweise ist e = {(b,) : b, €Q und (b,) ist mit ((1 + ;)n> grenzwertgleich}.
Damit R ein geordneter Kérper wird, bendtigen wir noch Rechenoperationen + und -
und eine Ordnungsrelation < in IR. Die Definitionen der Operationen und der Relation

erfolgen mit Hilfe von Représentanten.

Es seien a, b reelle Zahlen. Folglich gibt es Cauchyfolgen (a,), (b,) in Q, 3/2/9
so dal a = (a,), b = (b,). Dann sei:
atb=(a,) £(bn) 5 (an=Lb,) firalle n,

a-b={(an) - (bn) 5 (an-b,) fiiralle n, und

a<b <= (an) < (bn) 5 (an)# (by) und a, <b, fiir fast alle n.
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({an) # (bn) bedeutet, da (a,) und (b,) nicht grenzwertgleich sind.)

—(an) 5 (=an),

1 D <al>; Voraussetzung: a, #0 und (a,) ist keine Nullfolge.
n

Die Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Repréasentanten; dies bedeutet z.B.
fiir die Addition:

Sind (a],) und (b)) andere Reprisentanten von a bzw. b, dann muf dies zum

gleichen Ergebnis fithren, d.h.,
wenn (a,) ~ (a,) und (b,) ~ (b)), soist (an+b,) ~ (a, +b)).

Dies bedeutet dann néamlich, dal (a, + b,) = (a,, + b)), womit die gleiche reelle Zahl
festgelegt ist.
Analog verfahrt man mit den anderen Fallen.

Mit den so eingefithrten Funktionen 4+ und - und der Relation < bildet die Menge
der reellen Zahlen (= Menge der entsprechenden Aquivalenzklassen) einen archimedisch
geordneten Korper, in dem das Intervallschachtelungsaxiom gilt. Dieser Korper ist bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt! (Dies hiitte natiirlich alles bewiesen werden miissen.)

Abschlielend betrachten wir noch Funktionenfolgen. Dazu sei M C IR und fiir jedes
ne€IN sei f, : R— IR einein M definierte Funktion. Weiterhin sei auch f: IR — R
in M definiert.

Definition. (Konvergenz von Funktionenfolgen)

(1) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert an der Stelle a € M gegen b
lim f,(a) =b.

n—oo

=

—~
[\)
~—

(fn) konvergiert in M gegen die Funktion f
Fiir jedes a € M gilt:  lim. fula) = f(a),

(d.h., fiir jedes fixierte a € M konvergiert die Zahlenfolge ( fn(a)) gegen die Zahl f(a);
diese Art Konvergenz nennen wir auch punktweise Konvergenz).

Bez.: lim fulz) = f(2).

}

—~
w
~~—

(fn) konvergiert in M
Es existiert eine Funktion f : R — R, sodal (f,) in M gegen f konvergiert.

1}

Beispiel. Essei M =10,1] und f,(x)= 2™

o7
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0.5

0.5

Abb. 3.1 zeigt die Konvergenz
von Funktionenfolgen. Mit wach-
sendem n n&hern sich die Funk-
tionen f,(z) in dem Intervall
[0,1) der a-Achse. Fiir z = 1
gilt stets f(x) = 1.

Fiir jedes fixierte a € [0,1] mit a < 1 gilt offenbar o™ — 0; fir a =1 ist " =1,

also a”™ — 1.
Folglich ist

lim f,(z) = f(x) mit f(x)

n—oo

Definition. (gleichmdifsige Konvergenz)

:{O fir 0<z<1,

1 fir z=1.

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert in M gleichmdfig gegen f
5; Fir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ny und fiir alle x € M

gilt: |f(z) - f(a)] <.

Die folgende Abbildung veranschaulicht, dafl sich bei der gleichméfigen Konvergenz fiir
vorgegebenes ¢ > 0 die Funktionen f,(z) von f(z) an jeder Stelle = € M = [a,]
um weniger als ¢ unterscheiden, falls n hinreichend grof ist; man sagt dafiir auch,
daf die Funktionen f,(z) in dem e-Streifen von f(z) liegen.

Yy
I
fla)+e In(z)
f(a) — f(z)
fla)—e
-

o8

Abb. 3.1 veranschaulicht die
gleichméflige Konvergenz von
Funktionenfolgen. Der e-Streifen
von f(x) ist durch die gestrichel-

ten Kurven dargestellt.

3/2/12
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Die im vorhergehenden Beispiel betrachtete Funktionenfolge f,(x) = 2™ ist nicht
gleichméflig konvergent in [0, 1].
Angenommen doch, dann gibt es fiir ¢ = 1 in ng, so daf fiir jedes n > ny und fiir

2
alle z € [0,1] gilt: |fu(z) — f(x)] < % Dies gilt insbesondere fiir m = ny und fiir alle
x € [0,1); hier ist zusétzlich f(z) =0. Also |f.(z)| < L iy alle # mit 0 <2< 1.

2
Wir wahlen jetzt x ,hinreichend dicht“ bei 1; x:=1—4¢ mit 6 > 0. Dann gilt nach

der Bernoullischen Ungleichung: 2™ = (1—0)™ > 1—md (m fixiert). Sei § so klein,
daB md < %, dann ist % <™ =|fn(x) — f(z)| < % 'A/’

In den spéteren Abschnitten iiber Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit
von Funktionen werden wir uns ausfiihrlicher mit den Eigenschaften der Grenzfunktion
befassen.
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Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 3

e Definitionen: Folge, Konvergenz, Grenzwert oder Limes, Nullfolge, Beschréanktheit 3/3/1

von Folgen;
e Satz 3.1: Eine Folge besitzt hochstens einen Grenzwert; 3/3/2
e Satz 3.3: Konvergente Folgen sind beschrénkt; 3/3/3
e Definitionen: H&aufungspunkt einer Folge, Teilfolge; 3/3/4
e Satz 3.4: Jede beschrinkte Folge besitzt einen Haufungspunkt; 3/3/5

e Satz 3.6: Ist a Haufungspunkt von (a,), dann existiert eine gegen a konver- 3/3/6
gente Teilfolge von (a,);

e Definitionen: lim, lim, Monotonie bei Zahlenfolgen:; 3/3/7
e Satz 3.8: Monotone Folgen sind konvergent gdw sie beschréinkt sind; 3/3/8
e Satz 3.9 (Cauchysches Konvergenzkriterium); 3/3/9
e Definition: Cauchyfolge; 3/3/10
e Satz 3.10: (Eigenschaften konvergenter Folgen := Grenzwertsatz); 3/3/11

e Definitionen: Bestimmte Divergenz; Konvergenz und gleichméflige Konvergenz 3/3/12
von Funktionenfolgen;

e Definition der reellen Zahlen mit Hilfe von Cauchyfolgen rationaler Zahlen (Uber- s/3/13

blick).
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