Wolter/Dahn: Analysis Individuell 63

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.2 Assoziativitit und Kommutativitidt bei Reihen

Beweis. Sei |b,| = 8,. Nach Voraussetzung konvergiert » f,; es sei Y £, =p. 4/2/21

v=0
Wegen [, > 0 ist die Summe je endlich vieler f,,,..., 3, stets < . Damit erhélt
man

Z ]am\ < f fiir alle n. Folglich ist Z; = Zaw absolut konvergent.

7=0
:Bu

(2). Weiterhin ist > |a;| < 8 fiir alle m. Damit ist auch S; = > a;; absolut kon-
i=0 =0
vergent.

(3). BEsistauch Y > |a;| <A fiir alle m,n.
i=0 j=0

Nach Behauptung (1) existiert 7111}010 Z la;;| := ;. Folglich ist

JLH;OZZI%I = Z,}ggozw = z <8

=0 5=0
—_———
<B

Weiterhin ist
1Z)) =X ai
=0
Also gilt stets

Z|Z|<Zaz<ﬁ

=0
Folglich ist Z Z; absolut konvergent.

n n
= Jim | > ay| < Jim 3 fay| =
]: ]:

Analog zeigt man die absolute Konvergenz von Z S;.

Esseinun € > 0. Dann existieren nach Voraussetzung bzw. nach den obigen Ausfithrun-
gen natiirliche Zahlen nq,ns, so daff fiir alle n >n; und alle £ >0 gilt:

|bl+---+bn—b|<% und

Brotr+ -+ By < %- (x)
Sei ny = max{ny,ns}. In der Aufzéhlung ¢(0),¢(1),...,¢(np) kommen nur endlich

viele Paare (i,j) € INxIN vor. Folglich existiert ein myg, sodafl ¢(0),...,¢(ng) schon
in der Menge {(i,7) : i <mgp, j < mp} auftreten.

Wahlt man m,n > mg, dann ist

‘iiaij—b’:|bl+"'+bn0—b+7’|,

i=0 j=0



wobei 7 eine endliche Summe ist, die aus gewissen Gliedern a;; := b, besteht, deren
Indizes v grofler als ng sind.

Wegen () folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung |[r| < §. Also erhélt man fiir alle
m,n > ng:

m n
3>y = b < bt by — bl [ <2 ()
i=0 j=0
Fiir n — oo in (%*) erhilt man
m o0 m
i=0 j=0 i=0
(Die Konvergenz der inneren Reihe ist schon nachgewiesen.)

Fir m — oo entsteht

‘iZi—b’ <c = S Z-b
=0 =0

Wegen > > a;; =Y > a; erhilt man aus (xx) analog
i=0 j=0 i=0 j=0

j=0 Jj=0
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