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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.3 Komplexe Zahlen

Satz 4.17 Fiir komplexe Zahlen z, z1, zo gilt: 4/3/8
(1) |2] >0, und |2|=0 <= 2z=0,
2) |=2l=1l]l (= |la-2zl=ln-2])
3) [z 22| =lal-lzl, (= |z"[=]2")
(4) @, falls zo # 0,
|22
(5) z1 + ZQ‘ < |21| + |Z|2,
(6) [l21] = lzl| < |21 = 2.
Beweis. (1). Sei z=a+ib. Dann gilt 4/3/9

|z|:</a2+b220; Va2 +02=0 < a=0=0 <= 2=0.
(2). Trivial!

(3). Sei z, =a,+ib,, n=1,2. Dann gilt

|Zl : 22| = |a1a2 + ?:2 . blbg + ’ialbg + ibl&2|

= |CL1(L2 — blbg + i(albz + bla2)|

= \/(CllCZQ — b1b2)2 + ((llbz + b1a2)2

= \/a1a2 — 2a1a2b1by + b33 + a?b3 + 2a,bybias + b3a3

= \Ja3(a3 + B3) + B3(05 + a3)

= \/(a? +?) - (a3 + 13)

— @ +83 a8} = || - |2l

(4). Es geniigt zu zeigen: ’i‘ = |i|, denn
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Wir wissen schon, daf fir z=a+ib und c:=a%+b? gilt:
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(5). Essei z, = a, +1ib,, n=1,2. Dann ist die linke Seite Is von (5):

ls := |CL1 + Zbl + a9 + Zb2| = |CL1 + a9 + ’L(bl + bg)‘ = \/((11 + CL2)2 + (bl + b2>2

und die rechte Seite rs ist:

rs = |ay + ibi| + |as + ibo| = /a3 + b3 + \Ja3 + 2.
Offenbar sind [s, rs > 0. Folglich ist

Is<rs <= I <rs® —

(a1 + a2)® + (by + 02)? < (a? +02) + 2/a? + B2 - \Jad + B3 + (af +b}) =

2aras + biby) < 2-\Ja? + 02 - \Ja3 + b3
=(%) = (k)

Ist (x) <0, dann gilt offenbar die letzte Ungleichung und damit Is < rs.
Es sei jetzt (x) > 0. dann ist

() S (k) = (P < () =

(aray + biby)? < (a2 +b3) (a3 +b3) <=
ajas + 2aiasb1by + b33 < ata; + ajby + bias + biby; =
0 < (a1b2)2 — 2@1[)2[)1@2 + (b1a2)2 = ((llbg — bla2)2.

Damit gilt insgesamt [s < rs.

(6). Der Beweis hierzu erfolgt durch dhnliche Uberlegungen. O
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