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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.5 Rechnen mit Potenzreihen

Satz 4.25 (Identititssatz fiir Potenzreihen) 4/5/6
Voraussetzungen :

(1) Es seien Y an(x —a)® und Y by(x —a)" Potenzreihen mit den Konvergenz-
radien 01 bzw. 0o und o1, 0o > 0.
(2) (z,) sei eine Folge mit x, # a, limz, =a und |z, — al < o1, 0o.

(3) Fiir jedes v €N gilt: > ay(z, —a)" Zb
n=0

Behauptung: Fiir jedes n st a, = b,.
(D.h., stimmen zwei Potenzreihen in unendlich vielen Punkten x, iiberein und ist der Mittelpunkt a
der Potenzreihen wenigstens ein Haufungspunkt dieser Menge, dann stimmen die Reihen schon koeffi-

zientenweise iiberein, sie sind also identisch.)

Beweis. 4/5/7/1

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir zunéchst einen Hilfssatz.

Lemma. Fs sei Y c,(x —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0, 4/5/7/2
und sei (x,) eine Folge mit x, # a, |r, —a|l < ¢ und limz, = a.
(o]
. . n
Dann ist Vhﬁrgo E cn(, —a)" = cp.

n=0

Beweis. Nach Voraussetzung ist |z, —a| < . Wegen x, — a existiert ein ny, 4/5/7/3
so daB fur alle v > ny gilt: |z, —a| < g < o.

Da Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzkreises absolut konvergieren, ist

i ‘cn(g)n‘ konvergent. Damit ist offenbar auch i ‘cn(g)
n=0 n=1

Sel i ‘cn<§>n_l‘ <c.

Fir ¢ >0 existiert ein mg, so daB fiir alle v > mq gilt: |z, —a| < %

n—1
‘ konvergent.

Ist ko = max{mg, no} und v > ko, dann ist

o0 [ee] o0
S n(m, —a)" —co| =D calzy Z lea| - (z, —a)"| =
n=0 n=1 n=1
Z\cr [ ol < - Z\c| (9" <e-lz,—a <=
n iy 1% n 2 v
<§ <£

<c

Also



o0

Jim 3 eulan =) = e D

Wir setzen nun den Beweis von Satz 4.25 fort.

Es sei ¢, = a,, — b,.
g.7.7z.. ¢, =0 fiir jedes n.

Fiir alle x, mit |z, —a| < 01, 02 gilt nach Voraussetzung:

0= i}an<xu - a)n - io:obn<l‘,, - a)" =
i}(an —by) - (x, —a)" = i)cn(xy —a)".

Wir zeigen jetzt induktiv, daBl ¢, = 0 fiir alle n.
1. n=0.

[e.e]

Esist 0=> cy(z, —a)" = 0=1lim > c¢,(z, —a)" =co.

V—00

n=0 n=0
2. Es gelte schon ¢y =---=¢, =0.
3. Behauptung: cxy1 = 0.
Es ist
0=> ez, —a)"= > cplz, —a)
n=0 n=k+1

0o
— Z Cn+k+1($y . a)n+k+1
n=0

o
= (2, — a)kH : Z Cnikr1(Ty —a)™.
n=0

Aus x, —a # 0 folgt
0= Z Cn+k+1($,j — &)n.
n=0

Analog wie fiir n =0 gilt hier auch cyipr1 = g1 = 0.
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