Wolter/Dahn: Analysis Individuell

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

Wir betrachten zunéchst die (formale) unendliche Summe

ZCL@ = (10+CL1+CL2+CL3+"'
=0

und setzen S, = ag+ -+ a, fir n > 0. Dadurch entsteht eine Folge (S,) von
endlichen Summen, die wir fiir die Definition von unendlichen Reihen benutzen.

Definition. (Reihe)

Es sei (ay)n=012,.. eine Folge von reellen Zahlen.

Die Folge (S;)n=012,. mit S, = Zai heifit Folge der Partialsummen von (a,) oder

=0

unendliche Reihe (kurz Reihe).

Bez.: (S,) =Y a; =) _q
1=0
4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Konvergenz von Reihen)
> a; konvergiert (gegen a) % (S,) konvergiert (gegen a).
=0

Bez.: lim S, =a = Zai.
i=0
a heif3t dann Wert oder Limes der Reihe.

o0

4/0/0

4/0/1

Bemerkung. Z a; ist doppeldeutig, es bezeichnet die Folge der Partialsummen von 4/1/1

=0
(an,) und den Wert der Reihe, falls sie konvergiert. Dies wird im praktischen Umgang

aber nicht zu Verwechslungen fiihren.

Definition. (Divergenz von Reihen)

Zai ist divergent % Zai ist nicht konvergent.

Beispiel. (Geometrische Reihe)
Sei |a] <1 und a #0.

(Y- a® heift geometrische Reihe).

. i 1 .
Dann konvergiert Za gegen i

i=0
Beweis. Fiir S, =14+a+---4a™ ist

Sp(l—a)=(1+-+a")(l-a)=14---+a" —(a+--

. + an+1)

4/1/2

4/1/3



=1-a""

Hieraus erhalt man
_ . n+l
S = 1—a

l1—a

Damit ist der Wert der n-ten Partialsumme berechnet.
Wegen lima"™ = 0 erhilt man aus den Eigenschaften konvergenter Folgen
(vgl. Beispiel 2 in Kapitel 3, vor dem Satz 3.2)

l—a™ 1 ooy 1
e T I =
— —m————
=1
Also
iai_ll
i=0 —a

Satz 4.1 Zai konvergiert gegen a gdw fiir jedes € > 0 ein ng existiert, so daff 4/1/4
fiir jedes n > ngy gilt: |S, —al <e.

Beweis. Trivial; die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition einer Reihe und 4/1/5
der Konvergenz von Folgen. 4

Satz 4.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen) 4/1/6
Zai st konvergent gdw fiir jedes € > 0 ein ng existiert, so dafs fir jedes m, n > ng
gilt: |Sy — Sul <e.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir 4/1/7

Folgen. 3

Korollar 1. Z a; konvergiert gdw fiir jedes € >0 ein ny existiert, so dafs 4/1/8

fir jedes n > ng und fir jedes k> 1 gilt: |apg1 + -+ anp| < e.

Beweis. Sei m =n + k (in Satz 4.2). Dann gilt: 4/1/9
|G — Sp| = a1+ -+ an+ apg1 + -+ + angp — (a1 + - + ay)]

= ’an+1+“'+an+k’ < E.

Hieraus folgt die Behauptung. a

Korollar 2. Wenn Zai konvergiert, dann ist lim a; = 0. 4/1/10
71— 00
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Beweis. Setzt man in dem vorhergehenden Korollar k£ = 1, dann ist |a,+1| <e fiir 4/1/11
jedes n > ng. Damit gilt a,,; — 0, also a; — 0. a

Korollar 3. Ist (a;) keine Nullfolge, so ist »_a; divergent. 4/1/12

Beweis. Kontraposition von Korollar 2! ] 4/1/13

Beispiel. » (—1)" ist nicht konvergent, da ((—1)”) keine Nullfolge ist. 4/1/14
n=0

Definition. (absolute Konvergenz) 4/1/15

> a; ist absolut konvergent = > |as| ist konvergent.

Satz 4.3 FEine absolut konvergente Reihe ist konvergent. 4/1/16

Beweis. Sei Y _|a;| konvergent und e > 0. 4/1/17
Dann existiert nach Korollar 1 ein ng, so daf§ fiir jedes n >ng und k> 1:
‘|CLTL+1| + -+ |an+k|‘ < e. Also

|an+1 + -+ an+k| < |6Ln+1| +---+ |an+k| < E.

Folglich ist auch Z a; konvergent. [

Bemerkung. Wenn Z a; konvergiert, dann muf Z la;| noch nicht konvergent sein. 4/1/18

(Der Beweis hierzu erfolgt spiter.)

Satz 4.4 FEs seien Zai, Zbi konvergent und a, b € R. 4/1/19
Dann ist Z(a-ai + b-b;) konvergent und Z(a-ai +b:b)=a- Zai +b- Zb’i'

Beweis. Sei S;, =) a;, Sp=>_b und S,=)> (a-a;+0b-b). 4/1/20
i=0 i=0 i=0

Dann ist S, = a-S;, +b-S. Aus den Eigenschaften fiir konvergente Folgen (Satz 3.10)

erhélt man sofort die Behauptung.  [J
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Satz 4.5 Zai 15t konvergent gdw fiir jedes k > 1 gilt: Zai st konvergent 4/1/21

i=0 i=k
o) k—1 o)

(und es ist Zai = Zai —i—Zai).
=0 i=0 i=k

Beweis. Der Beweis ergibt sich sofort aus den Figenschaften fiir konvergente Folgen. 4/1/22
Man benutzt fir n > k:

S,=ap+ +a,=ap+ -+ap_1+ap+--+a,.

=c =5

Wir wissen schon, dafl (.S,,) konvergiert gdw (S!) konvergiert und da lim S, = ¢+ lim S),.
Hieraus folgt die Behauptung. a

Bemerkung. Ein Anfangsstiick einer Reihe ist also ohne Belang fiir das Konvergenz- 4/1/23
verhalten der Reihe, wohl aber fiir den Wert der Reihe (falls Konvergenz vorliegt).

Definition. (alternierende Reihe) 4/1/24

Zai heifit alternierend

5 a; 70 und a; <0 gdw a;4 > 0 fiir jedes i

(oder aber a; - a;y1 <0 fiir jedes ).
Beispiele. 4/1/25
(=D 111
;zﬂ slogtg—1®
G ) AP N |
2T —lhaTgtyTe
Satz 4.6  (Leibniz—Kriterium) 4/1/26

Ist Zai alternierend und lima; =0 wund (|a;|)iz012,.. monoton fallend,

dann st Zai konvergent.

Beweis. Es sei 0.B.d.A. ag > 0 (anderenfalls betrachten wir ag + Zai und a; > 0). 4/1/27
i=1

Weiterhin sei |a;| = a; (> 0). Dannist lima; =0 und » a;=» (—1)"- .
Folglich gilt:

‘SnJrk - Snl = ‘(_1>n+1&n+1 +oo (_1)n+k ' Oén+k‘
= (=D (a1 = Angz + Ongs — A £+ (1) )
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= ‘(_1)n+1’ 'lan+1 — Qpio + Qpy3 — Qg + .-+ (_1)k7105n+k‘
=1
= | Q1 — Opyo + Q3 — Qg +-.-+ (—l)kfloén+k| = (*)

In Abhéngigkeit von k ist die Anzahl der Summanden «; in (x) gerade bzw. ungera-
de. Nach Voraussetzung ist die Folge (a;) monoton fallend, also aj, 11— a0 >0, .. ..
Ist k gerade, dann kann man die Summanden in (x) paarweise zusammenfassen, und
es ist

(k%) = (g1 — Qnya) + (ngz — Anga) + 0+ (Qngr—1 — Qngx) > 0.
Ist k& ungerade, dann bleibt bei der paarweisen Zusammenfassung o, iibrig, aber
Qi ist offensichtlich nicht negativ. Folglich ist auch in diesem Fall (xx) > 0.
Andererseits ist
(5x) = Any1 — (g2 — Qpyz) — -+ — ( ) < Qg
—_——

———
>0 >0

Insgesamt gilt also
0 < (x*) < a1 und damit  [S,op — Sul = |%)| < gt

Sei € >0. Wegen a, — 0 gibt es ein ng, so daB fiir jedes n > ng:
|Snik — Sl S apy <e. = (S,) = Za@- ist konvergent. O

Satz 4.7 Sei Zai eine Rethe mit a; > 0 fiir jedes 1. 4/1/28
Dann gilt: Z@i 1st konvergent gdw die Folge der Partialsummen beschrinkt ist.

oo

Beweis. Es sei S, = Zai. Zum Beweis benutzen wir Satz 3.8 (monotone Folgen sind 4/1/29
i=0
konvergent gdw sie beschrinkt sind).

(—) Y a; ist konvergent = (S,) konvergent = (S,) beschrinkt.

(«—) Wegen a; > 0 fiir jedes i, ist (S,) monoton wachsend. Ist auflerdem (S,,)
beschrénkt, so ist (S,) = > a; konvergent. [

Beispiele.
1. (Anwendung des Leibniz-Kriteriums) 4/1/30/1
. — _1\n . 1 o = _\n—1 l .
Behauptung: 2_:0( 1) e z_:l( 1) = st konvergent.
1=V e ———r’ n=

=an
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Offenbar ist Zan alternierend, a, — 0 und |a,| = %4—1 monoton fallend, folglich

ist die betrachtete Reihe konvergent.

oo

Sei a:Z(—l)”-n_li_l = a=1>a>0
n=0

(vgl. Beweis zu Satz 4.6; mit dem spéteren Korollar zu Satz 7.11 148t sich leicht zeigen, dafi a = In2).

2. (Die Glieder einer Reihe diirfen nicht beliebig ,umsortiert* werden.)

Wir betrachten die Reihe aus Beispiel 1 und nehmen an, dafl man die Glieder einer Reihe
beliebig umsortieren darf, ohne das Konvergenzverhalten zu verdndern. Dann gilt:

1 1,1 1 1_ 1, .
a=1-35t3-1t5 67+

:%+%+%+”'_§_Z_é_m (umsortiert)
=0

Pebegededederododododdodo oo

:%_%Jr%—%qté—%i =0 M' (umsortiert und addiert)

Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, dafl eine konvergente Reihe nicht absolut
konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)

Essei S5,=1+ % + -+ % Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
BT ST
Son =1+ 5 + -+ on
und bilden
et 1 1 “ e 1
Sovt =Sy = gu g g Tt g
(jeder dieser 2" Summanden ist grofier oder gleich Qn%)
>2". 2n1+1 = % fiir beliebiges n.
Dann gilt:

Szn - SQO — SQO —|— 521 — 521 —|— st —|— SQn—l — S2n—1 —|— Szn
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- SQO +521 —S20+522 —SQI+"'—|—SQn —Sgn—l
\,1./ —_—————
= >

2 2

D=
N|=
N|=

>1+n-

N |—

Die Teilfolge (Syi) von (5,) ist also unbeschrénkt, und somit ist (.5,) = Z% nicht
konvergent.

Da (S,) monoton wichst, ist Z% bestimmt divergent gegen +ooc.

4. Ist Za@- alternierend und a; — 0 aber (|a;|) nicht monoton fallend, dann mufl 4/1/30/4
i=0

Z a; nicht konvergent sein.

falls ¢ ungerade und ¢ =2n + 1,

1
. o nti’
Sel a; { 1 falls i gerade und 7 = 2n.

— s

Also
g - L1 11 1
2=ttty
Wir betrachten Som+1 = ag+ -+ + agm+1.
Summiert man in dieser endlichen Summe die a; mit ungeradem Index 4, so erhélt

man

1+%+%+i+...+2im21—|—m-% (vgl. Beispiel 3.)

Die Summe der a; mit geradem Indes ergibt

1 _ (l>2m+1 _—
) o (B . - -
= -2 <1 ( ) > > —2 (vgl. geometrische Reihe)

(denn fiir ¢ =2m"! =2p ist n=2™, also 2% = 22%)

Damit erhalten wir insgesamt

1t hedet g - (14 Q) + @)+ 3))
<

> 1+

bo|3

Folglich ist (S2-) eine unbeschréinkte Teilfolge von (S,) und somit »_a; nicht kon-
vergent.
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9. Beispiel dafiir, wie der junge Leibniz 1672 in Paris — er sollte dort seine ,, Rechenkiinste“ unter Beweis
stellen — mit falschen Hilfsmitteln den richtigen Wert einer Reihe berechnet hat (vgl. WuBing, H. und
Wolfgang Arnold. Biographien bedeutender Mathematiker, Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin,
1975, S. 212).

Gegeben ist die Reihe Azl—&-%—i—%—&-lflo—l—%-i-“--i-ﬁ—i-n-.

Man berechne den Wert der Reihe.

Ansatz von Leibniz:

Sei B=1+ % + % + % .-+ (harmonische Reihe; nicht konvergent!) und
1,1, 1,1, i ibniz):
§A—2+6+12+20+ . Dann ist (nach Leibniz):

Ly — L. 1. 1 (1, 11,1 .

B-l+gA=g+g+i+i+(3+gtmtat)

Folglich ist
B—l—i—%A:B und damit A = 2.

Erstaunlicherweise stimmt der Wert. Die Methoden sind aber fehlerhaft, da mit divergenten Reihen so
umgegangen wurde, als wéiren sie konvergent.

Es soll jetzt noch eine exakte Losung gegeben werden.
Es ist (nach Gaufl 1777 — 1855)

_n(n+1) 1 _ 2
Folglich ist
_ 2 2 2 . 2
Se=1a T3t 3 at T ami

. 1 1
Es is == — 1
S 1st n(n+ 1) n =1 also
_ 11,1 1,1 _ . _1_.1 1
Sn=2 (1 2T373%3 T n—i—l)
—— —— ————
0 0 0
_ 1
Also
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Definition. (Minorante, Majorante) 4/1/31
Es seien Zai, Z b; Reihen mit nicht-negativen Gliedern.

Z a; heiBt Minorante von Z b; und gleichzeitig heif3t Z b; Majorante von Z a;

D Qi < bz fur alle 7.

Satz 4.8 (Majorantenkriterium) 4/1/32
FE's seien Zai, Zbi Reihen mit nicht-negativen Gliedern, und es sei Zbi eine Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist Y_b; konvergent, so ist auch »_a; konvergent.
(2) Ist > a; divergent, so ist auch »_b; divergent.

Beweis. (1). Nach Voraussetzung gilt 0 < a; < b; fiir alle 7. Folglich ist 4/1/33
0<S,=ay+-+a, <S5, =by+--+b,.

Da (S,) monoton wichst, geniigt zu zeigen, dafi (S,) beschrankt ist.
Nach Voraussetzung ist (S!) konvergent, also auch beschrénkt. Folglich ist auch (S,)
beschrankt.

(2) Kontraposition von (1). @

Bemerkung. In Satz 4.8 geniigt es vorauszusetzen, dafl 0 < a; < b; fiir fast alle ¢ 4/1/34
gilt.

Satz 4.9 (Wurzelkriterium) 4/1/35
FEs sei (a;) eine beliebige Folge. Dann gilt:
(1) Emistiert ein q mit 0 < q <1, so daf fir jedes i gilt: M <gq,
dann ist Zai absolut konvergent.

(2) Ist

a;| > 1 fir alle i, dann ist Zai divergent.

Beweis. (1). Essei 0<g¢g<1 und /|a;] <q = |a;| < ¢ 4/1/36

o

> ¢' ist eine konvergente Majorante von »_ |a;| (geometrische Reihe). Folglich ist Y |a;|
i=0

(nach dem Majorantenkriterium) konvergent, und damit ist Z a; absolut konvergent.

(2). Sei y/|a;| > 1. Dann ist |a;] > 1 und daher (a;) keine Nullfolge. Folglich ist
Zai divergent.  J
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Bemerkung. Fiir die Anwendung des Wurzelkriteriums geniigt es, dafi /|a;| < ¢ <1 4/1/37
fiir fast alle . (Offenbar folgt aus \/|a;] < ¢ <1 sofort limy/|a;| < 1.)

ai|§C+1§C

————
=q<1

fir

Ist andererseits (a;) beschrinkt und limy/|a;| := ¢ < 1, soist

fast alle 7; folglich ist Zai absolut konvergent.

Ist also limy/|a;] <1, soist Y a; absolut konvergent.
Analog erhélt man: Wenn (/|a;| > 1 fiir fast alle 4, soist » a; divergent.

Achtung: Fiir die Konvergenz von Zai reicht es noch nicht, daf stets 1/]a;| <1
(bzw. lim/|a;| = 1) ist;

i 1 if1 1 1 _ 1 . .
z.B. fir a; = 5 st \/: < 1, denn o<1 (bzw. hmz. =1). Aber Zz ist nicht

konvergent.
Wenn lim \/|a;| existiert, dann ist offenbar limi/|a;| = lim \/|a;|, und man rechnet
nur mit dem Limes.

Satz 4.10 (Quotientenkriterium) 4/1/38
Es sei a; # 0 fir jedes i. Dann gilt:
(1) Emistiert ein q mit 0 <q <1, so dafs fir jedes i gilt: ai—fl <q,
dann ist Zai absolut konvergent.
(2) Ist % > 1 fir jedes i, dann ist Y _a; divergent.
Beweis. (1). Sei ai—fl < q. Dann ist |a;11] < g |a;| fir alle i, folglich gilt 4/1/39
;| < q-laia] <@ laia] < -+ <" agl.

Damit ist » |ao| - ¢' = |ag| - > _¢" eine konvergente Majorante von »_|a;|, folglich ist
Z a; absolut konvergent.

(2). Sei jetzt > 1 fiir alle 4. Dann ist |a;41] > |a;| > -+ > |ag| und |ag| >0

Qi1
a.

7

(nach Voraussetzung). Folglich ist (a;) keine Nullfolge und damit » a; divergent. [

Bemerkung. Fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums geniigt es, dafl 4/1/40
ai—fl < g <1 fir fast alle i.

(2

Qjq1

Ahnlich wie beim Wurzelkriterium folgt aus lim <1 die absolute Konvergenz

7
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von jg:(lb

Ist andererseits lim dit1 > 1, dann ist Zai divergent.
i
Beispiele. 4/1/41
. > a™ a\™m
1. Sei Zﬁ? a+#0, also a, = (5) .

n=1
Hier bietet sich das Wurzelkriterium an. Es ist

i {fET = o] <0<

fiir fast alle n; z.B. ¢= % leistet das Verlangte.

Benutzt man fiir dasselbe Beispiel das Quotientenkriterium, dann wird die Berechnung
komplizierter. Es ist (vgl. auch Beispiel 3/1/35)

antl
eSS n+1 n 1
(J%)LH _aan (nj—1> 'nﬁlL1:|a|.(1_1_711)”.”—}—1::(*)'

n 1
%) >2 also —5 < L folglich ist

Wir wissen schon, daf3 (1 + (1 n %)n =5

11 ) 1
(%) < |a|-§-n_|_1 < g <1 fir fast alle n (z.B. fir ¢ = 2).
0 n
2. Wir betrachten die Reihe %, a # 0. 4/1/42
n=0 """

Hier bietet sich das Quotientenkriterium an, denn

an+1

(nt1)! a™t! n! 1
p— . p— - — <
a | ey g sast
fiir fast alle n und z.B. ¢ = %

Dasselbe Beispiel wird mit dem Wurzelkriterium komplizierter.

Die Beispiele 1 und 2 zeigen, dafl die untersuchten Reihen fiir alle fixierten Elemente
a € R konvergieren.

[e.e]

3. Wir betrachten jetzt die Reihe Z % und zeigen, daf diese Reihe fiir gewisse Werte 4/1/43
n=1
a € R konvergiert und fiir andere Werte divergiert.

Es sei zunéchst |a| < 1, a # 0. Wir benutzen das Quotientenkriterium. Fiir ¢ = |a
und fiir fast alle n gilt

n

an+1
‘n;1‘2|a|.n11§q<1
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Ist |a| =1, so erhélt man fir @ =1 die harmonische Reihe (diese ist divergent) und fiir
a = —1 eine konvergente alternierende Reihe.

Esseinun |a| > 1. Dann ist (%n) keine Nullfolge, und somit » % nicht konvergent.

o
4. Wir betrachten Z % 4/1/44
n=1
Die Konvergenz dieser Reihe kann man weder mit dem Wurzel- noch mit dem Quotien-
tenkriterium nachweisen (bitte ausprobieren!). Fiir eine geeignete konvergente Majorante

konnte man das Majorantenkriterium heranziehen.

1 oo
Es ist CESIE < n(n1+ 0 und die Reihe nz::l n(nl+1) ist konvergent. Denn
1 1 1

Skzzlzf:(l_ R
n(n+ 1) n n+1 E+1°

Folglich ist S, — 1, und somit ist Z eine konvergente Majorante von

i 1
n=1 (TL + 1)2
Aus i i =1+ i # erhalt man die Behauptun
n=1 n? n—=1 (n+1)n phims:

5. Wir betrachten jetzt ein Beispiel fiir eine Reihe, bei der das Quotientenkriterium 4/1/45
versagt (das Wurzelkriterium liefle sich anwenden).

Es sei

1,.1.,1 1
Zan_7+1+8+4+3—2+ﬁ+

B+ )+ 0+ 0+ @+ @'
(%)nﬂ, falls n gerade ist,

(l>n_1, sonst.

Folglich ist a,, = {
2

Dann gilt fiir alle geraden n: a, = (%)nH, Api1 = (%) und folglich nt1| _ o
Die Reihe ist aber konvergent, denn es ist Sy = ( ) + (%) ot (%)kﬂ + (%)k fiir

gerade k£ und damit S, = 1 =
T2



Fiir beliebige k ist (Sk) monoton wachsend und beschrinkt, also auch konvergent.

4.2 Assoziativitit und Kommutativitidt bei Reihen

Definition. Es sei Zan eine Reihe. 4/2/1
n=0

Z b; entsteht aus Z a, durch das Setzen von Klammern

i=0

Es gibt eine streng monoton wachsende Folge (n;)i—0.12,..
von natiirlichen Zahlen, so daf} gilt:

bo =ap+ -+ ang,

bl :an0+1+"'+an17

Df

bi+1 = Qp;+1 + -+ Uity

Bemerkung. In der Ausgangsreihe werden gewisse aufeinanderfolgende Glieder durch Klammern zu- 4/2/2

sammengefaft.

Satz 4.11 In einer konvergenten Reihe kénnen Klammern beliebig gesetzt werden, ohne 4/2/3
das Konvergenzverhalten und den Wert der Reihe zu verdndern.
(D.h., fiir konvergente Reihen gilt das allgemeinste Assoziativgesetz.)

Beweis. Sei Zan konvergent, Z a, = a, und sei Z b; durch das Setzen von Klam- 4/2/4

mern aus Zan entstanden. Weiterhin sei S, = Z a, und
n=0

i=0 _
:=bg bm

Offenbar ist (S),) = (S,,,) eine Teilfolge von (S,,). Wegen S,, — a konvergiert auch

(S7,) als Teilfolge von (S,,) gegen a; also S, —a = > bj=a. [
i=0

Bemerkung. In einer beliebigen Reihe diirfen Klammern nicht immer gesetzt oder a4/2/5
weggelassen werden, ohne das Konvergenzverhalten zu verdndern.

Beispiel. > 0=0+0+0+---=(1—-1)+(1—=1)+ (1 —1)+--- ist konvergent. 4/2/6
=0
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Weglassen der Klammern in der letzten Reihe liefert 1 —1+1—1+---, also eine

divergente Reihe.

Geht man von der divergenten Reihe » (—=1)'=1—1+1—1=%-- aus, dann diirfen
i=0

hier nicht beliebig Klammern gesetzt werden, denn z.B. (1 — 1)+ (1 —1) + -+ macht

aus der urspriinglich divergenten Reihe eine konvergente.

Wir haben schon gezeigt, dafl konvergente Reihen nicht beliebig umgeordnet werden 4/2/7
diirfen (vgl. Beispiel 2 := 4/1/30/2). Mit Hilfe einer Definition sollen die Reihen hervorge-
hoben werden, bei denen dies erlaubt ist.

Definition. (unbedingte Konvergenz) 4/2/8

oo
Es sei Z a, eine Reihe und f : IN — IN eine Bijektion (oder auch Permutation von IN).

n=0
Dann ist Z afn) durch Umordnung aus Zan entstanden.
n=0
Z a,, hei3t unbedingt konvergent

5; Jede durch Umordnung aus Z a, entstandene Reihe ist konvergent.

Satz 4.12 FEine absolut konvergente Reihe konvergiert unbedingt und zwar immer gegen 4/2/9
denselben Wert.
(D.h., fiir absolut konvergente Reihen gilt das allgemeinste Kommutativgesetz.)

o0

Beweis. Sei Zan absolut konvergent, Zan =a und f : IN— IN eine Permuta- 4/2/10
n=0

tion von IN.

Behauptung: Z agy) konvergiert gegen a.

n=0
z.z.: Fiir € >0 gibt esein n*, sodaf fiir jedes n > n* gilt: |apo) + -+ apm) —a| <e.
Es sei

Sm = Z‘aan, S = ;)af(n) und S = ;)|an|.

Nach Voraussetzung ist (S) konvergent. Folglich gilt nach dem Cauchy—Kriterium:
Es existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ng und jedes k> 1:

|an+1\ + -+ ‘an+k| < %
Da k£ beliebig ist, erhdlt man daraus fiir je endlich viele nq,...,n;, die siémtlich gréfler

als ng sind:
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‘an1‘+...+|a’nl| < %

Nach Voraussetzung gilt weiterhin: Es existiert ein mg, so dafl fiir jedes n > my :

|Sn —al < %
Sei ko = {ng,mo}. Da [ eine Permutation von IN ist, kommen 0,1,..., ky unter
den Elementen f(0), f(1), f(2),... vor. Sei nun n* so grofl gewdhlt, dafi 0,1,..., ko
schon unter den Elementen f(0),..., f(n*) vorkommen.

g.z.z.. fur m >n* gilt: |S,, —al <e.
S = ag0) + Fapeny) = o+ akg + g+ ap;

wobei  {f(i1), -+, f(@)} ={f(0), ..., f(m)}\{0,...,ko}; insbesondere ist
f(Zj) > ko fir j=1,...,L

Dann ist
1S), —al =lag+ -+ ag, +age) + -+ ape) — al
<lag + -+ ary — al + lage) + - + ag)
< Sk —al+laganl+ - +lagepl <e. 0
———
< <Z
Satz 4.13 (Umordnungssatz von Riemann) 4/2/11

Ist Z a, konvergent und nicht absolut konvergent, dann existiert fir jedes ¢ € R bzw.
fiir ¢ = 400 eine Umordnung Zbi von Zan, so dafs Zbi =c.

Beweis. Die Konvergenz von Z a, bewirkt, da} a, — 0. 4/2/12
Setzt man

—a, fur a, <0,

und - a ::{ 0 fiir a, >0,

n

ot = {an fir a, >0,
10 fiir a, <0,

dann ist offenbar

a, =al —a, und |a,| =a' +a,.

Da Z a, nicht absolut konvergiert, sind die beiden Reihen Zcﬁ und Z a, diver-

gent. Wiren beide Reihen konvergent, so ist wegen |a,| = a;f + a;n nach Satz 4.4 auch
> |a,| konvergent. 'A/ !

Wire eine der beiden Reihen konvergent, etwa Za:[ und die andere divergent, so
erhilt man wiederum nach Satz 4.4 aus a, =a, —a, die Konvergenz von Y a;
hieraus ergibt sich erneut ein Widerspruch.
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Da af und a, stets nicht negativ sind, divergieren beide Reihen bestimmt gegen +oc.
Dies nutzen wir aus, um die Behauptung des Umordnungssatzes zu beweisen.

Es sei zunédchst ¢ € R und ¢ > 0 (den Fall ¢ < 0 behandelt man analog). Induktiv
definiert man Folgen (Sm), (S,'ny), deren Glieder aus je endlich vielen ausgewéahlten
Summanden von » a; bzw. » a, bestehen. Wir geben hier nur an, wie man vom

nullten zum ersten Folgenglied kommt, der eigentliche Induktionsschritt ist daraus klar
ersichtlich.

1. Es seien ng,mg € N, so dafl

no—1 no

Y af <c<d af =85, und

i=0 =0
mo—1 mo

Sng— Y, a; >¢> 8, =Y a; =5, .
i=0 i=0

2. Fiir den néchsten Schritt seien nq,m; € IN, so dafl

ny1—1 ni

S+ Y. af <e< S, + > af =5, und
i=no+1 i=no+1
m1—1 mi

Spp— >, a;y >¢>8,, — > a =5, .
i=mo+1 i=mo+1

Bei jedem Schritt wird wenigstens ein Glied aus jeder der beiden Reihen Za: und
> a, verbraucht.

Wir betrachten jetzt die folgende Umordnung der Ausgangsreihe Z Gy, (wobei die auf-
+

grund der Definition von a; und a; ,kiinstlich“ eingefiihrten Nullen ersatzlos gestrichen werden

konnen, ohne das Konvergenzverhalten und den Wert der Reihe zu verdndern):

o0
— ot + — -
Yobi=aj +-+al —ag —--—a,, +
1=0
- + — -
ano+...+an1_almo_..._almlj:...

und beweisen, dafl Z =c.

=0
Aus der Definition von (Snu), (any) folgt unmittelbar, daf stets
0<S, —c<a;, und 0<c—S5), <a,.

. . o 1 /
Wegen a,, — 0 ist Vh_}rg(} Sp, =C= 1/11—>I£10 S,

Ist S := Z b; eine beliebige Partialsumme von Z b;, dann gibt es offenbar ein k €

i=0
IN, so daf3
Sy, < Sy < S, oder S < Sr< S, .

Folglich st lim S} = c = ; b;.
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Es sei jetzt ¢ = o0 (fiir ¢ = —co verliduft der Beweis analog).

Wegen a, — 0 ist |a,| < & fiir fast alle n. Es geniigt eine Umordnung b,

oo

von Z a, anzugeben, die bestimmt gegen oo divergiert; die fehlenden Summanden
n=k

ao, . ..,a, konnen an den Anfang der Reihe gesetzt werden, ohne das Divergenzver-

halten der Reihe zu beeinflussen. (Aus technischen Griinden werden auch hier wieder, wie im

vorhergehenden Fall, Nullen eingefiigt, die man ersatzlos streichen kann.)

o o0 oo
Es ist = = dy.
sist Y ap nz::()w nz:%n

n=~k O
‘=0n

Sei ng die kleinste natiirliche Zahl, so dafl
no
o +< 3
Uy := ;di > 5
und n; die kleinste natiirliche Zahl, so daf3
ny
._ +< 3
Ul.—'z d; 22 Usw.
i=ng+1
Solche Zahlen gibt es, da Z d} bestimmt gegen oo divergiert.
Wegen |d;| < i fiir alle ¢ ist stets U; —d; > 1.

Die Umordnung
Yobii=dli+o+d) —dy +df o+ d) —d £
i=0

= Up—dy + Uy —dy -

leistet das Verlangte. Denn ist S, = ibi eine beliebige Partialsumme von Zbiv
dann gibt es offenbar ein maximales k iEZ(I)N, so daf
Sm=Uy—dy +---+ U —d, oder
Sm=Up—dy +- + Uy —dy +df ,+---+d.
Wegen d >0 ist S,, > k+ 1. Hieraus folgt schlieflich S,, — cc. a

Satz 4.14 (Multiplikation unendlicher Reihen) 4/2/13
Vorausseztungen :

o0 oo
(1) Es seien Z A, Z b, absolut konvergent und Zam =a, an =b.
m=0 n=0
(2) f sei eine Bijektion zwischen N und IN x IN.
(Die Existenz einer solchen Bijektion weist man mit dem 1. Cantorschen Diagonalverfahren
nach).

(3) Fir jedes i € N sei f(i) = (mi,n;) und ¢; = am,by,.

79



Behauptung:

Zci 1st absolut konvergent, und es ist Zci = ( Z am> . (Z bn) =qa-b.
=0 =0 m=0 n=0
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl Z c; absolut konvergiert. 4/2/14

g.z.z.. Die Folge der Partialsummen von »_|¢;| ist nach oben beschrénkt.

Nach Voraussetzung existiert fiir jedes i € IN genau ein Paar (m;,n;) € N x N, so
da f(i) = (mi, ), also ¢; = am,by,.

Wir bilden

k k
S =Y leil =D |ambn,| = (%).
i=0 i=0

Sei | = max{mo,...,my, ng,...,ng}. Die Summanden aus (x) kommen unter den
Summanden aus |agbo| + - - - + |a;bj| + - - - + |ayby| vor, wobei i, j <.
Dann ist

Sk = (%) < laobo| + -+ - + |ab;| + - - - + |aibi]

= (Jaol + - +la] ) - (fbol + - + b ) = S - 57"
—_————
=5 =Sl
Da > |as|, Y |b:| nach Voraussetzung konvergieren, sind (S),), (S)) beschrinkt. Folg-
lich ist (S -S/) beschrankt und somit ist auch (Si) beschriankt. Hieraus ergibt sich
die Konvergenz von »_|¢;| und damit die absolute Konvergenz von » ;.

Behauptung: Z c;=a-b.

Da Z c¢; absolut konvergiert, ist jede Umordnung von Z ¢; ebenfalls konvergent und
zwar gegen den gleichen Wert.

Wir betrachten eine spezielle Umordnung und Zusammenfassung bestimmter Summan-
den:

=y b, = aobo +(aohy + arby + arbo) + - --
gc Za On,; Qg 0+(6L0 1+ aib; +aq 0)+ +

1=0 7 7
=cg =c

(aobi‘{'albi+"‘+Clibi+aibi_1+"‘+6Lib0)+"'

pa——i
.—Ci

Es seien



Dann gilt fiir die oben angegebene Umordnung: S; = S'* - S **.
Wegen S'* —a, Sy —0b gilt S;=5"-S* —a-b, also

Zci:a-b:(Zam)~(an). a

Bemerkung. Da bei absolut konvergenten Reihen die Reihenfolge der Glieder keine 4/2/15
Rolle spielt, kann in der Produktreihe ch = (Zao . (ij) eine geeignete Rei-

henfolge ausgezeichnet werden. Dies fiihrt zum sog. Cauchyprodukt.

Definition. (Cauchyprodukt) 4/2/16
Z ¢, ist das Cauchyprodukt der Reihen Zai und ij
n=0 n i=0 j=0
E Cp = Z aibj = Z a'ibn—i-
it+j=n i=0
Es gilt also: 4/2/17

Yen=(Xa) (Xh)

= aobo + ((Iobl + albo) + (aobg + (Zlbl + a2b0)+

(aobg + (Ilbg + Clzb1 + CL3b0) + -

= i( > az‘bj)

n=0 i+j=n
= Z (Zaibn_l) (fﬁr j:n—i).
n=0 " i=0
Beispiel. 4/2/18
Das Cauchyprodukt von absolut konvergenten Reihen ist wieder absolut konvergent.
Es sei |a| < 1. Dann ist ;a absolut konvergent und Y a' = -
Folglich ist
o= (d) (o) = o
n=0 i=0 j=0 (1-a)
1
= 1
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o0

:ian-( > 1):2(71—1—1)-(1".

n=0 i+j=n n=0
——
=n+1
Also
© 1
Dea"=——
D (e

Offenbar ist |n - a"| < |(n + 1) - a"|. Folglich ist > (n+1)|a|® eine konvergente
Majorante von »_n|a"|. Dann ist » n-a" absolut konvergent, und damit gilt

(n+1)-a"=> a"=> n-a"
n=0 n=0 n=0

— 1
- (I,G)Z l—a
Folglich ist

B s 1 1 :1—(1—a): a
RZ::O” 1-a2 1-a (-a? (1-a

Auf diese Weise erhilt man neue Beispiele fiir absolut konvergente Reihen.

Wir befassen uns jetzt noch kurz mit sogenannten Doppelreihen. Dazu sei 4/2/19

Qoo Qo1 Qo2

(a ) | @10 @11 Q12
mn azop Qg1 A2

eine ,unendliche Matrix“. Eine Matrix dieser Art nennen wir auch Doppelfolge. Die

Doppelfolge (apmy,) konvergiert gegen a, wenn fiir jedes € > 0 ein ng existiert, so dafl

fiir alle m,n > ngy gilt: |am, —al <e. Bez.: lim a,,, =a
M, N—00

Es sei jetzt

S =Y Y aij = (aoo + -+ + aon) + (@10 + -+ @1p) + -+ A (Ao + -+ + Apn).-
i=0 j=0

Dann heif3t (analog wie bei der Definition von Reihen) die Doppelfolge (S,,,) auch Doppelreihe.
Bez.: (Spn) = Z Y
i,j=0
Die Doppelreihe konvergiert gegen a, wenn (S,,,) gegen a konvergiert.

(o)
Bez.: lim S, = aii = a
m,n—00 mn ,2;)2]
Z?]:
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Es erhebt sich nun die Frage, ob man den Limes hI_I)l Smn  (falls er existiert) auch so
m,n— 00

oo
berechnen kann, indem man zunéchst die Zeilensummen b; := Zaij bildet und an-
§=0
schlieBend die unendliche Summe der b; betrachtet (falls diese Reihen konvergieren; eine
entsprechende Frage konnte auch fiir die Spaltensummen gestellt werden). Unter gewissen Voraus-
setzungen kann der Limes tatséchlich so bestimmt werden. Aufschlufl dariiber gibt der
folgende Satz.

Satz 4.15 (Grofler Umordnungssatz) 4/2/20
Es sei Z a;; eine Doppelreihe, ¢ :IN — INxIN eine Bijektion, und fir ¢(v) = (i,7)

i,j=0
sei b, = a;;. Weiterhin sei Z b, absolut konvergent und Z b, =0b. Dann gilt:

v=0

(1) Jede Zeilenreihe > a;; == Z; konvergiert absolut.
=0

(2) Jede Spaltenreihe »_ a;; == S; konvergiert absolut.

i=0
(3) Die Reihen Y Z; und »_S; konvergieren absolut, und es ist
i=0 =0
> Zi=> (Xay) =Y (D ay) => 5=t
i=0 =0 j=0 J=0 =0 =0

Beweis. Sei |b,| = §,. Nach Voraussetzung konvergiert Zﬁy; es sei Zﬁy =f[. a/2/21

v=0
Wegen (3, > 0 ist die Summe je endlich vieler f,,,...,5,, stets < 3. Damit erhélt

—0~~ j=0

(2). Weiterhin ist > |a;;| < 8 fiir alle m. Damit ist auch S; => a;; absolut kon-
i=0 1=0
vergent.

(3). BEsistauch » Y |a;| <A fiir alle m,n.

i=0 j=0

Nach Behauptung (1) existiert dim > lay| == ;. Folglich ist
=0

m n m n m
Tim > 0> al =) lim Y ay| = < 8.
i=0 j=0 i=0 =0 =0
[ —
<p
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Weiterhin ist
o
1Zi] = | 2 ay
=0
Also gilt stets
m m
SNNZ) <Dy < B
i=0 =0

Folglich ist Z Z; absolut konvergent.

= hm ‘ Zaw

n
< Jim 3oy = o
J:

Analog zeigt man die absolute Konvergenz von Z S;.
Esseinun € > 0. Dann existieren nach Voraussetzung bzw. nach den obigen Ausfiithrun-
gen natiirliche Zahlen nq,ns, so daff fiir alle n >ny; und alle £ >0 gilt:

|bl+---+bn—b|<% und

5n2+1 +oee an-f—k < % (*)

Sei ng = max{ni,ne}. In der Aufzdhlung ¢(0),¢(1),...,¢(ng) kommen nur endlich
viele Paare (i,7) € INxIN vor. Folglich existiert ein myg, sodafl ¢(0),...,¢(ng) schon
in der Menge {(i,7) : i <myg, j <mp} auftreten.

Wahlt man m,n > mg, dann ist

‘ZZGU_[)’ |bl+ bo_b—i_r‘a

=0 7=0
wobei 7 eine endliche Summe ist, die aus gewissen Gliedern a;; := b, besteht, deren
Indizes v grofer als ng sind.
Wegen (%) folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung |r| < 5. Also erhdlt man fiir alle

m,n > ng:
m n

33— b < bt bog — bl [ <2 ()

=0 j=0
Fiir n — oo in (%*) erhilt man

‘ZZalj—b’f‘ZZ —b‘<5

=0 7=0
(Die Konvergenz der inneren Reihe ist schon nachgewiesen.)

Fir m — oo entsteht

‘iZl-—b’ <e = S Z=b
=0 =0

Wegen > > a;;=>_ Y a; erhilt man aus (x*) analog

i=0 j=0 i=0 j=0

\isj—b]gg — fjsjzb. O
=0 j=0

Korollar. FEs sei Z a;; eine Doppelrethe, ¢ : N — IN x IN eine Bijektion, und fir 4/2/22
i,j=0
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o(v) = (i,j) sei b, :=a;. Weiterhin sei jede Zeilenreihe »  a;; absolut konvergent,
=0

Z la;;| == a;, und die Reihe Zai sei ebenfalls konvergent. Dann gilt:

=0

(1) D b, ist absolut konvergent.
v=0

(2) Mit b:=>_b, gelten auch die Behauptungen (2)—(4) aus dem vorhergehenden
v=0
Satz 4.15.

Beweis. Es sei Y |b,| eine Partialsumme von »_b,. Dann gibt es eine Zahl £,
v=0
so daB alle Paare ¢(0),...,¢(n) in der Menge {(i,7) : ¢ < k, j < k} vorkommen.

Folglich ist

n k k k oo k 00
Db <D anl <D0 agl = @i <Y o
v=0 =0 j=0 =0 j=0 =0 =0
———
=
Dann ist die (monoton wachsende) Folge der Partialsummen von Z |b,| mnach oben be-
schrankt und folglich absolut konvergent. Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 4.15

erfiillt und das Korollar bewiesen. O

4.3 Komplexe Zahlen

Wir fithren jetzt die komplexen Zahlen ein, um sie fiir die Behandlung von sog. Potenz-
reihen zur Verfiigung zu haben.

Wir setzen als bekannt voraus, da R x R := R? einen zweidimensionalen Vektorraum
mit den folgenden Operationen bildet:

(a,b)+(c,d) OF (a+¢,b+d) (Addition von Elementen aus RR?),

¢ (a,b) OF (ca,cb) (Multiplikation mit reellen Zahlen).

Zur geometrischen Veranschaulichung der komplexen Zahlen betrachten wir in R? die
kanonische Basis {(1,0),(0,1)} und erhalten so ein rechtwinkliges Koordinatensystem
fir IR?, mit dessen Hilfe sich die Elemente aus IR? als Punkte in der Ebene darstellen
lassen (Gaupsche Zahlenebene).
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B R e ‘ (a,b)
i Abb. 4.1 Gauflsche Zahlenebe-
1 ne zur Darstellung der komplexen
©.1) : Zahlen
(1,0) !
. —
a

Jedes (a,b) € IR* 1Bt sich eindeutig als Linearkombination der Basis darstellen.

Die folgenden Teilmengen {(z,0) : x € R} und {(0,y) : y € R} bilden wichtige
eindimensionale Teilrdume, die mit den entsprechenden Koordinatenachsen identifiziert
werden konnen.

Wir fithren jetzt eine Multiplikation von Paaren in IR? ein. 4/3/2
Es sei (a,b)-(c,d) 5 (ac—bd,ad+ bc).

Damit erhélt man das folgende Resultat.

Satz 4.16 Mit den definierten Operationen (Addition und Multiplikation von Paaren) bildet 4/3/3
R? einen K. orper € (den Korper der komplexen Zahlen).

Beweis. Die Korperaxiome (1) — (4) (vel. Eigenschaften reeller Zahlen) gelten schon, da IR®  4/3/4
als Vektorraum insbesondere eine additive abelsche Gruppe bildet mit 0 = (0,0) als
neutralem Element bez. + und (—a, —b) als inversem Element von (a,b).

Es bleiben noch (5) — (10) zu beweisen, d.h., fiir alle 2y, 2, 23 € R? gilt:

5) 21(2223) = (2122)23;

6
7) Es existiert ein Element 1 € R?, so dal z-1 =z fiir jedes z € R%

(
(6) 2122 = 2921.

(7)

(8) Fiir jedes z € R* mit z # 0, existiert ein u € R?, so daB z-u = 1.
(9)

(

9 21(22 + 23) = 2129 + Z1%3,
10) 1 #0.
Wir werden nicht alle diese Eigenschaften nachweisen.

Zu (6). Essei z; = (aj,b1) und 2o = (ag, b)) —

2129 = (al,bl) . (ag,bg) = (a1a2 — blbg, albg —+ blag) und
2921 = (ag,b2) - (a1,b1) = (aza1 — baby, azby + boay)
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= (ar1ag — biby, aiby + byag) —
2129 = 2221.
(5) und (9) analog!
(7). 1=(1,0) leistet das Verlangte.
(a,b)-(1,0)=(a-1—0-0,a-0+b-1) = (a,b).
(8). Esseiz=(a,b)# (0,00 = a#0 oder b+#0, und dies gilt gdw a®+b? # 0.

a —b
a’> + b a® +b?

Behauptung: wu = < ) leistet das Verlangte.

Fiir ¢:=a®+b* gilt:

Z.u:(%b).(a,_b):(a?_(_bQ),_abJa)

c C c c Cc

(10). (1,0) # (0,0) trivial! O

Bemerkung. Man kann mit komplexen Zahlen im Prinzip rechnen wie mit reellen 4/3/5
Zahlen, allerdings ist in € keine Ordnung definiert.

Wir haben uns schon iiberlegt, da {(1,0),(0,1)} eine Basis fiir den Vektorraum R?
bildet. Der Teilraum {z - (1,0) : z € R} von R? ist offenbar isomorph mit R

(als 1-dimensionaler Vektorraum itber R). Daher identifizieren wir in Zukunft (1,0) mit 1.
Fiir (0,1) schreibt man auch 4 (nicht zu verwechseln mit natiirlichen Zahlen i), so dafl durch
{1, i} eine Basis fir R® gegeben ist.

Mit dieser Vereinbarung gilt
(a,b) =a-(1,0)+06-(0,1)=a-14+0b-1.

Fiir a-1 bzw. fiir b-i schreiben wir kurz a bzw. ¢b. Damit erhélt man eine geeignete
Darstellung fiir komplexe Zahlen:

(a,b) =a+1ib, (0,0)=041:0:=0.

Bez.: In z =z +1iy heifit © Realteil (:= Re(z)) und y Imagindrteil (:=Im(z)) von z.

Bemerkung. Aus der Definition der Multiplikation fiir komplexe Zahlen ergibt sich  4/3/6

und weiterhin
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(a+1b) - (c+1id) = (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) = ac — bd + i(ad + bc).
Berechnet man das Produkt (formal) wie in einem Koérper, so entsteht dasselbe Ergebnis:
(a+1ib) - (c+id) = a-c+ a-id+ ib-c + ib-id = ac — bd + i-(ad + be).
i2-db

Definition. (Betrag fiir komplexe Zahlen) 4/3/7
Essei z =z +1y.

12| 5 o2+ 2

Bez.: |z| heiBt Betrag von z und
|21 — 22| heiit Abstand zwischen z; und z,.

Satz 4.17 Fiir komplexe Zahlen z, zy, zo gilt: 4/3/8
(1) |2/ >0, und |z] =0 <= 2z=0,

)
2) [=zl=lz, (= |la—2nl=ln-2])
3) [ar- Zz! =lal |zl (= 2" =[")
(4) @, falls zo # 0,
|22
(5) z1 + ZQ| < |21| + |Z|2,
(6) |lz1] = |22l < |21 = 2.
Beweis. (1). Sei z=a+4b. Dann gilt 4/3/9

2| =vVa?+ b2 >0; Va?+0?=0 < a=b=0 <= 2z=0.
(2). Trivial!

(3). Sei z, =a,+ib,, n=1,2. Dann gilt

|21 . 22’ = |a1a2 + i2 . blbg + ialbg + ib1a2|

= \alag — b1b2 + ?:(Clle + b1a2)|

= \/(a1a2 — b1b2)2 + (a162 + b1a2)2

= \/CL%CL% — 2@1&2()1()2 + b%b% + a%b% + 2@1()2[)1&2 + b%a%

= /at(a3 +13) + 0303 + a3)

— (a2 +b2) - (a3 +13)
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= \/a% + 02 \/a2+b2 |21] - | 22].

(4). Es geniigt zu zeigen H: R denn
1
u :‘u. :|u,.‘1‘:|u| 1l
2 2 2 2| ]

Wir wissen schon, daf$§ fiir z =a+ib und c:=a?+b? gilt:

1 —|—zb:>

‘1‘7 a b W_\F_l_l
c? c a2+ oz

(5). Essei z, = a, +ib,, n=1,2. Dann ist die linke Seite [s von (5):

ls := |CL1 + Zbl + ag + Zbg’ = ‘CLl “+ ag + Z(bl + bg)‘ = \/(&1 + a2)2 + (bl + b2>2

und die rechte Seite rs ist:

= |ay + iby| + |ag + ibs| = \/a% + b2 + \/ag + b3.
Offenbar sind [s, rs > 0. Folglich ist

Is<rs <— Ils?<rs® —

(a1 4 as)® + (b +b2)? < (@2 + 02+ 2/ad + 83 - \Ja + B3 + (a3 +12)

2(aras + biby) < 2-\Ja? + 2 - \Ja3 + b3
= (%) = (%%)

Ist (x) <0, dann gilt offenbar die letzte Ungleichung und damit s < rs.
Es sei jetzt (x) > 0. dann ist

M) S0 = () <) =

(alaz + blb2>2 < (a% + b?)(ag + b%) —
alaj + 2ayazb by + bbs < aiaj + ajbs + bias + biby <>
0 S (a1b2)2 — 2@1[)2()1@2 + (b1a2)2 = (albg — b1a2)2.

Damit gilt insgesamt [s < rs.

(6). Der Beweis hierzu erfolgt durch dhnliche Uberlegungen. 4
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Bemerkung. Da die komplexen Zahlen einen Korper bilden, kann man mit ihnen 4/3/10
entsprechend der Axiome I(1 — 10) rechnen (vgl. Kapitel 2, 2/1/1). Insbesondere lassen

sich in € analog wie in IR Folgen und Reihen bilden. Alle Definitionen und Sétze fiir

Folgen und Reihen (mit reellen Zahlen), bei denen die Ordnung der Glieder keine Rolle

spielt, gelten entsprechend auch fiir die komplexen Zahlen. Insbesondere hat man:

Definition. (Konvergenz) 4/3/11

Es sel (z,) = (an + tbp)n=012,.. eine Folge von komplexen Zahlen und z = a + ib.
(z) konvergiert gegen z
= Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein ng, so daB fiir jedes n >ng gilt: [z, — 2| <e.

Bez.: limz, =z (oder z, — 2).

Satz 4.18 (z,) = (a, +ib,) konvergiert gegen z =a+ib gdw a, — a und b, — b. 4/3/12

(Konvergenz in € bedeutet also komponentenweise Konvergenz.)

Beweis. Esist |z,—z| = |ap,+ib,—(a+ib)| = |a,—a+i(b,—b)| < |a,—al|+ |i| -|b,—b|. 4/3/13
—~—

=1

(«+—) Wenn a, — a und b, — b, dann gilt:
Fiir jedes € > 0 existiert ein ng, so dafl fur jedes n > ng: |a, —a| < %, b, — b < %

Folglich ist

|zn — 2| <&, also z, — z.

(—) 20—zl = /(an — )2 + (b, — 0)? <& (fiir fast alle n) =

(an —a)* + (b, —b)? <&* =

(an —a)?, (b, —b)?<e® =
la, —al, |b, — bl <e =

a, = a, b, —0b. ]

Bemerkung. Fiir Reihen mit komplexen Gliedern gelten insbesondere: 4/3/14
— das Cauchysche Konvergenzkriterium und die daraus resultierenden Korollare;

— das Wurzel- und Quotientenkriterium;

— absolute Konvergenz zieht Konvergenz nach sich.

Nicht verwendbar (weil die Ordnung benutzt wird) sind das Leibnizkriterium und das Ma-
jorantenkriterium. (Das Majorantenkriterium 148t sich jedoch in manchen Fillen fiir die absolute

Konvergenz nutzen, indem man z.B. eine konvergente Majorante von E |z| zu finden versucht.)
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4.4 Potenzreihen

Einen wichtigen Spezialfall fiir Reihen bilden die sog. Potenzreihen.

Definition. (Potenzreihe)

Es sei (a,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen und a, z seien ebenfalls
reell oder komplex.

Dann heifit Y a,(z —a)" Potenzreihe in x — a mit den Koeffizienten a,,.
n=0

Achtung: Der Bequemlichkeit halber verabreden wir fiir Potenzreihen (und nur fiir
Potenzreihen), daf} stets (z —a)? =1 ist, auch fiir z = a.

Es erhebt sich die Frage: Fiir welche (reellen oder komplexen) Zahlen z ist die Potenzreihe
> an(z —a)" filr fixiertes a konvergent?

Beispiele.

oo
1. Es sei an:%, a =20, also Zan x—a) :Z%
’ n=0 n=
Diese Reihe konvergiert (nach dem Quotientenkriterium) fiir alle reellen oder komplexen .

2. Sei a, =n, a=0, also Zanx—a Zn:v

n=0
Diese Reihe konvergiert fiir alle |z| <1 und dlverglert fir alle |z] > 1 (man kann wieder
das Quotientenkriterium benutzen). Der Fall |z| =1 muf} gesondert untersucht werden.
Offenbar ist aber (n-|z|) keine Nullfolge, folglich ist die Reihe fiir |z| =1 divergent.

3. Sei an:%, a=0, also Zanl’—a Zl n

n=0
Diese Reihe konvergiert fiir alle |z| < 1 und dlverglert fir alle |z| > 1. Fir z =1
erhélt man die harmonische Reihe, die bekanntlich nicht konvergiert, und fir x = —1

entsteht eine spezielle alternierende Reihe, die (nach dem Leibnizkriterium) konvergiert.
Fiir komplexe x mit |z|] =1 und z # +1 miifiten gesonderte Untersuchungen durch-
gefithrt werden.

o) (e}
4. Sei a, =n", a=0, also Z an(x —a)" = Z n"-x".

n=0 n=0
Diese Reihe konvergiert nur fiir x = 0.

Bemerkung. Die Konvergenzgebiete der untersuchten Potenzreihen sind recht unter-
schiedlich.
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Die Reihe in dem ersten Beispiel konvergiert fiir alle Elemente in R bzw. in C (je
nachdem, ob man nur reelle oder auch komplexe Zahlen zuléfit).

In dem zweiten Beispiel konvergiert die Reihe in dem offenen Intervall (—1,1) und
divergiert auflerhalb (im reellen Fall) bzw. sie konvergiert in der offenen Kreisscheibe
{z €C : |z| < 1}, und sie divergiert aulerhalb (im komplexen Fall).

Das dritte Beispiel zeigt, daf es auf dem Rand des Konvergenzgebietes einer Potenzreihe
(d.h. in den Endpunkten des Intervalls bzw. auf der Kreislinie) Punkte geben kann, wo die Reihen
konvergieren bzw. divergieren.

Im vierten Beispiel ist eine Reihe gegeben, deren Konvergenzgebiet auf einen Punkt
zusammenschrumpft.

In den betrachteten Beispielen, konvergieren die Potenzreihen stets innerhalb eines of-
fenen Intervalls bzw. Kreises und sie divergieren aulerhalb; auf dem Rande ist beides

moglich. (Kreise bzw. Intervalle diirfen auch ausarten zu ganz R bzw. € oder zu einem Punkt.)

Wir wollen jetzt untersuchen, ob dies fiir alle Potenzreihen immer der Fall ist. Dazu
formulieren wir zunéchst eine Definition.

Definition. (Konvergenzradius)

Es sei p eine nicht-negative reelle Zahl oder p = oo.
o heiBt Konvergenzradius von »_ a,(z — a)"

= Fir jedes z gilt: Wenn [z —a| < g, soist > a,(z —a)" absolut konvergent,
und wenn |z —a| > o, soist Y a,(z —a)" divergent.

(Hierbei soll immer gelten: {x : |t —a| < oo} =R bzw. =C und {x : |z —a| > oo} =10.)

Wir werden nun zeigen, dafl Potenzreihen tatséchlich immer innerhalb eines Intervalls
bzw. Kreises konvergieren und auflerhalb divergieren (der Radius des Kreises erweist sich als

Konvergenzradius).

Bemerkung. Im folgenden betrachten wir Potenzreihen in €. Wegen R CC gelten
die Resultate auch fiir R, falls die Koeffizienten a,, und a in R liegen.

Satz 4.19 Fs seien a,, a €C.
(1) Ist > an(z —a)" an einer Stelle v = xy konvergent, dann ist »_ a,(z —a)"
fir alle x €eC mit |x —a| < |xg —a| absolut konvergent.
(2) Ist Y an(z —a)" an einer Stelle x = x1 divergent, dann ist »_ an(z —a)"
fir alle x €C mit | —a| > |2y —a| divergent.

Beweis. (1). Ist 2y = a, dann existiert kein = mit |z — a| < |zg — a|. Damit ist

die Behauptung trivialerweise erfiillt.
Es sei jetzt ¢ # a. Nach Voraussetzung ist die Reihe in zy konvergent. Folglich ist
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(an(mo - a)") eine Nullfolge, und somit ist |a,(zo — a)"| <1 fiir fast alle n.
Sei z jetzt beliebig aber fixiert mit der Eigenschaft |z —a| < |zg —a|. Dann gilt

|z —af

0< =q <1
|20 — al

Hieraus konstruieren wir eine konvergente Majorante fir » _ |a,(z —a)"|. BEs ist

n (x_a)n n
an(z —a)"| = la, —— - (g — a)"| =
ontar = )" = fan - =05 (0 =)
‘an(xo—a)‘-((x__a) <q¢" und 0<g<1.
~—_— Zo CL)
<1 —

> ¢" ist als geometrische Reihe fiir |¢| < 1 konvergent, folglich ist » ¢" eine kon-

vergente Majorante von »_|a,(z — a)"|. Daher ist »_a,(z —a)" absolut konvergent
fiir x.

(2). Sei |z —a|l>|z1—a| und Y a,(z1 —a)" divergent. Wire > a,(z —a)" kon-
vergent, dann wire » a,(z1 —a)" nach (1) absolut konvergent. 'A/ ! a

4/4/9

x
! Abb. 4.2 In dem Kreis {z : |z — a| < ro}

ist > an(z—a)™ absolut konvergent, und

fiir alle  mit der Eigenschaft |z—al > 7
ist > ap(x —a)™ divergent.
x

Satz 4.20 Jede Potenzreihe besitzt einen Konvergenzradius o, der auch 0 oder oo 4/4/10
sein kann.

Beweis. Sei Y a,(z —a)" eine beliebige Potenzreihe. 4/4/11
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1. Fall: Die Reihe konvergiert nur fiir « = a. Dann ist o = 0.
2. Fall: Die Reihe konvergiert fiir alle € €. Dann konvergiert die Reihe absolut fiir
alle x (nach Satz 4.19). Folglich ist o = co.
3. Fall: Zan(x —a)" konvergiert fiir ein xy # a und divergiert fiir ein
(vgl. Abb. 4.2).
Es sei
M={reR: esgibtein z €C, sodal |z —a] =7 und ¥ a,(z —a)" konvergiert }.
Dann ist M # (), denn 0 € M.
Es sei r; = |z1 — a|. Nach Voraussetzung ist > a,(z1 —a)™ divergent. Folglich gilt
(nach Satz 4.19(2)): Wenn 1’ > ry, soist " ¢ M. Dann ist M nach oben beschrinkt
(z.B. durch r;), besitzt also ein Supremum; es sei o := sup M.
Behauptung: o ist der Konvergenzradius von Y- a,(z —a)".
z.z.. 1. Wenn |z —a| < p, soist Y a,(z —a)” absolut konvergent.
2. Wenn |z —al| > o, soist > a,(z —a)" divergent.
Zul. Sei |z —a|<o.
Dann existiert (nach Definition des Supremums) ein 7’ € R, so daf§ |z —a| <7’ < p und

r" € M. Nach Definition von M existiert ein 2’ € €, so daB |z’ —a| = 7 und
> an (2" —a)™ konvergiert.

Wegen |z —a| < r’ = |2/ — a| ist dann (nach Satz 4.19(1)) > a,(x —a)" absolut
konvergent.

Zu 2. Sei |r—al>p. Wire Y a,(x—a)” konvergent, so wire r = |r —a| € M und
r > p, folglich wire p nicht sup M. 'A/ ! a

Bemerkung. Die offene Kreisscheibe in € mit dem Mittelpunkt a und dem Radius
o (bzw. das offene Intervall in IR mit dem Mittelpunkt a und der Lange 2p) heifit
Konvergenzgebiet oder Konvergenzkreis (bzw. Konvergenzintervall) und a heifit Mit-
telpunkt der Potenzrethe Y an(z — a)™.

Innerhalb dieser offenen Kreisscheibe (bzw. des offenen Intervalls) konvergiert die Po-
tenzreihe absolut, aulerhalb divergiert sie; auf dem Rande kann sowohl Konvergenz als
auch Divergenz vorliegen (man betrachte das Beispiel Z % fir = 4+1).

Satz 4.21 FEs sei Zan(x —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o,
und es sei | =lim {/|a,|. Dann gilt:
(1) Wenn 0<1l<o0, sop :%.
(2) Wenn 1 =0, sop=oc.
(3) Wenn | =00, sopo=0.

Beweis. Ubungsaufgabe! O
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Bemerkung. Da einer der drei Fille immer auftritt, kann man auf diese Weise den
Konvergenzradius bestimmen. Zur Ubung untersuche man noch einmal die letzten Bei-

spiele 1. — 4. Existieren lim {/|a,| bzw. lim|*2*| oder haben sie den uneigentlichen
an &

Grenzwert oo, dann ist [ = lim {/|a,| bzw. [ = lim|[***| (in Satz 4.21). Dies kann bei
der Bestimmung des Konvergenzradius genutzt werden.

4.5 Rechnen mit Potenzreihen

Satz 4.22 (Summe von Potenzreihen)

Es seien Y an(z —a)" und Y b,(x —a)" Potenzreihen mit den Konvergenzradien
01 bzw. 0o und «, B seien reelle oder komplexe Zahlen. Dann gilt:

(1) Die Potenzreihe » (a-a, + B3-b,) - (x —a)" hat einen Konvergenzradius
0 > min{oy, o}

(2) Fir |r—a| < min{o, 02} ist
d(acan +6:b) (z—a)" =a- Y ay(z—a)"+ 8-> by(z—a)"

Beweis. Der Beweis erfolgt sehr leicht mit Hilfe der Satze iiber Folgen (von Partialsum-
men) und iiber Reihen. a

Satz 4.23 (Produkt von Potenzreihen)
Es seien Y _an(x —a)" und Y _by(x —a)" Potenzreihen mit den Konvergenzradien
01 bzw. 0o, und es sei ¢, = Z a;b; (: Za,,bn,l,). Dann gilt:
i+j=n v=0
(1) Die Potenzreihe »_ c,(x —a)™ hat einen Konvergenzradius o > min{o1, 02}
(2) Fir |r—a| < min{o, 02} ist

(nf%cznx—a ) (Zb T —a) ) nf%cnx—a

Beweis. Fiir |r —a| < min{g, 02} konvergieren beide Potenzreihen absolut; folglich
148t sich ihr Cauchyprodukt bilden (vgl. Satz 4.14), das auch wenigstens dort absolut
konvergiert. Also o > min{p;, 02} und

n

<§: (x —a) ) (Zb r—a) ) i(Za,,(x—a)”-bn_,,(x—a)”_”>

n=0 “v=0
—Z(Zal,bn_y~(x—a)")—2x—a ZaunV:ch(x—a)".
n=0 “v=0 n=0 n=0

%,—/

=Cn
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Fir |z —a| < min{o1, 02} konvergiert » c,(z —a)"

Satz 4.24

Voraussetzungen:

(1) Essei > ap(z—a)"

(2) Weiterhin sei b # a,
Behauptung:

Es gibt eine Potenzreihe Z

absolut (vgl. Satz 4.14).

(Umordnen von Potenzreihen)

eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0.

b—al <o und o—|b—al=0(>0).

by(z —b)" mit einem Konvergenzradius > ¢,

[

so dafs fiir jedes x mit |z —b| < ¢ gilt:

o

=
(Be

Beweis.

=0

x—a

Zb (x —b)", wobei bn:Zam<

m=n

’:) (b— a)™ ",

Z bp(z —b)™ entsteht aus Z an(z —a)” durch Umordnung nach Potenzen von (z —b).)

Fir alle z mit |z —a| < o gilt stets

an(z —a)" = a,((z —b) + (b—a))"
- io a (Z) (z — )" (b —a)"™

= 0anm

00
m — Z Anm -
m=0

n

=Y a

m=0

Folglich ist

aussetzung stets |z — b| + |b— a| < ¢ ist, konvergiert » o, absolut. Damit sind die

Zum Beweis benutzen wir das Korollar zum Grolien Umordnungssatz.

(wegen (™) =0 fiir m >n)

oo n n n
Z |anm| e Z |anm| — |an‘.z ( >|I_b|m|b_a|n—m
m=0 m=0 m=0 m

= lan|-(Jo = b + b —al)" == o,

Da Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzgebietes absolut konvergieren und nach Vor-

Voraussetzungen fiir das Korollar erfiillt. Folglich gilt:

iojoan(x —a)" = i}an((az —b)+(b— a))

n=0 m=0 m
-y % an<” (z —b)™(b—a)"™
m=0n=0 m

(nach dem Korollar)
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-y <¥ an<:;)(b—a)"m>(x—b)m; (") =0 fir n<m)

Abb. 4.3 Umordnung einer Potenzreihe
> an(x — a)™ nach Potenzen von (z — b).
Die Ausgangsreihe konvergiert innerhalb
des grofleren Kreises. Zumindest in dem
kleineren Kreis {z : |x — b| < o'} ist die
umgeordnete Reihe " b, (z — b)™ absolut

konvergent.

Satz 4.25 (Identititssatz fiir Potenzreihen) 4/5/6

Voraussetzungen:
(1) Es seien Y an(x —a)" und Y by(x —a)" Potenzreihen mit den Konvergenz-
radien 01 bzw. 0o und o1, 0o > 0.
(2) (x,) sei eine Folge mit x, # a, limz, =a und |z, —a| < g1, 0.

(3) Fiir jedes v €N gilt: > ap(z, —a)" = by(z, —a)™
n=0 n=0

Behauptung: Fiir jedes n st a, = b,.
(D.h., stimmen zwei Potenzreihen in unendlich vielen Punkten z, iiberein und ist der Mittelpunkt a
der Potenzreihen wenigstens ein Haufungspunkt dieser Menge, dann stimmen die Reihen schon koeffi-

zientenweise iiberein, sie sind also identisch.)

Beweis. 4/5/7/1

Zum Beweis des Satzes benotigen wir zunéchst einen Hilfssatz.

Lemma. Fs sei Y c,(xz —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0, 4/5/7/2
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und sei (z,) eine Folge mit x, # a, |r, —a| < o und limz, = a.

Dann ist )Lrgo;cn(x,, —a)" = c.

Beweis. Nach Voraussetzung ist |z, —a| < o. Wegen z, — a existiert ein ng,

so daB fur alle v > ny gilt: |z, —a| < g < p.

Da Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzkreises absolut konvergieren, ist

Z ’cn( ) ‘ konvergent. Damit ist offenbar auch Z ’cn( ) _1‘ konvergent.

Sei nz::l ‘cn(i) ‘ <ec.

Fir ¢ >0 existiert ein mg, so daB fiir alle v > mg gilt: |z, —a| < %.

Ist ko = max{mg, no} und v > ko, dann ist

o0 [e.9]

doculwy—a)" —co| = | Y calw, —a)"| < D ea| - |(2 —a)"| =
n=0 n=1 n=1
0 n—1
x, —al - Z\c[ —a\n1<]a: —al - Z\c| (7) <c-|r,—al <e.
n g 12 = n 2 v .
<% <t
<c
Also
o0
yh_%lo?;)%(xv —a)"=c. QO

Wir setzen nun den Beweis von Satz 4.25 fort.

Es sei ¢, = a,, — b,.
g.z.7z.. ¢, =0 fiir jedes n.

Fiir alle x, mit |z, —a| < 01, 02 gilt nach Voraussetzung:

0= ian(x,, ) — ibn(x” _
i(an —by) - (x, —a)" = icn(xy —a)".

Wir zeigen jetzt induktiv, dafi ¢, =0 fiir alle n.

1. n=0. - .

Esist 0= Z cp(x, —a)" = 0= Vh_{go Z cn(z, —a)" = ¢p.
n=0 n=0

2. Es gelte schon ¢y =---=¢;, =0.

3. Behauptung: c¢;.1 = 0.
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Es ist

0=> ez, —a)"= > cplz, —a)"
n=0 n=k+1

[eS)
— Z Cn+k+1(xy - a)n+k+1
n=0

o
= (371/ - a)k+1 : Z Cn+k+1 (.1'1, - a)n'
n=0

Aus x, —a #0 folgt

oo
0= Z Cnakr1 (T, —a)".
n=0

Analog wie fiir n =0 gilt hier auch ¢o 41 = cpr1 = 0. a

Bemerkung. Als Folgerung erhilt man sofort: Stimmen zwei Potenzreihen in einem 4/5/8
,Kkleinen Intervall“ iiberein, dann sind sie schon identisch.

Es sei hier ein Ausblick auf eine spétere wichtige Anwendung des Lemmas gegeben.

Mit Potenzreihen lassen sich auf einfache Weise Funktionen definieren:

f(@) == an(xr —a)", wobei f(z) dann im Konvergenzgebiet der Potenzreihe defi-

. . TL:O
niert 1st.

Es gilt offenbar f(a) = ag, und aus dem Lemma erhélt man:

Wenn z, — a, so f(z,) — f(a). Hieraus folgt, da die Funktion wenigstens an der
Stelle x = a stetig ist (dieser Begriff ist natiirlich noch zu definieren). Aus der Stetigkeit
an einer Stelle folgt bei einigen wichtigen Funktionen schon die Stetigkeit im gesamten
Definitionsbereich (z.B. fiir die Sinusfunktion und die Exponentialfunktion, mit deren
Hilfe sich weitere elementare Funktionen definieren lassen).

In den spéteren Kapiteln werden wir uns noch ausfiihrlicher mit weiteren Eigenschaften
von Funktionenfolgen und -reihen befassen, insbesondere werden wir Untersuchungen
zur Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei gleichmafi-
ger konvergenz vornehmen.
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Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 4

e Definitionen: Reihe, Konvergenz, absolute Konvergenz;

e Satz 4.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium) und Korollare 1, 2, 3;
e Satz 4.3: Absolut konvergente Reihen sind konvergent;

e Satz 4.4 (Summen von Reihen);

e Definition: alternierende Reihe;

e Satz 4.6 (Leibniz-Kriterium);

e Beispiele von konvergenten und divergenten Reihen, insbesondere geometrische
und harmonische Reihe;

e Definition: Majorante, Minorante;

o Sitze 4.8,4.9,4.10 (Majorantenkriterium, Wurzelkriterium, Quotientenkriterium);
e Definition: unbedingte Konvergenz;

e Satz 4.12: Absolut konvergente Reihen konvergieren unbedingt;

e Satz 4.14 (Multiplikation unendlicher Reihen);

e Cauchyprodukte;

e komplexe Zahlen bilden einen Koérper, Betrag von komplexen Zahlen;

e Definition: Potenzreihen, Konvergenzradius;

e Satz 4.20 (Potenzreihen besitzen einen Konvergenzradius, anschauliche Erlaute-
rung):

e Berechnung des Konvergenzradius;
e Sitze 4.22, 4.23 (Summe bzw. Produkt von Potenzreihen);

e Satz 4.25 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) + Lemma.
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