Wolter/Dahn: Analysis Individuell 105

Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Satz 5.8 Ist f in [a,b] injektiv und stetig, dann ist f~' in |a,B] stetig, wobei
a =min{f(a), f(b)} und 5 =max{f(a),f(b)}.

Beweis. Nach Satz 5.7 ist f in [a,b] streng monoton.

Sei 0.B.d.A. f in [a,b] streng monoton wachsend und « := f(a), f := f(b) (fir
Hfallend“ verlduft der Beweis analog).

Dann ist f(a) < f(b), und nach dem Zwischenwertsatz werden alle Werte d mit
f(a) <d < f(b) durch f angenommen, also f([a,b]) = [f(a), f(D)] = [, 8].

Sei v € [o, f].

Dazu sei (y,) eine Folge mit vy, € [a, ] und vy, — 7.

Wegen y,,v € [, 8] = f([a,b]) existieren z,,c¢ € [a,b], so daB f(z,) = y, und
f(c) =~. Damit ist (z,) eine beschriankte Folge in [a,b]. Folglich besitzt (z,) einen
Héufungspunkt ¢y und eine gegen ¢, konvergierende Teilfolge (z,,) : x,, — co. Da
la,b] abgeschlossen ist, gehort c¢q zu [a,b]. Aus der Stetigkeit von f in [a,b] folgt
somit f(z,,) — f(co).

Wir haben zu zeigen, dafi f~! in ~ stetig ist.

Da y, = v und (y,,) eine Teilfolge von (y,) ist, gilt auch y,, — 7. Also y,, — v
und y,, = f(x,,) — f(cp), folglich ist
f(e) =~ = fleo).

Giébe es einen weiteren Haufungspunkt ¢ von (z,), so gébe es eine Teilfolge (z7, )
von (v,) mit x;, — c.

Analog wie im vorhergehenden Teil des Beweises existiert eine Teilfolge (y;,.,) von (y»)
mit y, = f(z;, ) — f(c'). Wegen y, — v gilt dann auch

f(d)=~=f(o).

Aus der Injektivitdt von f folgt schliefllich ¢ = ¢y = ¢. Die beschrénkte Folge ()
besitzt also genau einen Haufungspunkt, und dieser ist ¢, also z, — c.

Nach Voraussetzung gilt: y, — 7. Folglich ist
7 ) = [T (20) = 2 —— = f7H(f(e) = f7 (),

d.h., f ist an der Stelle v stetig. [
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