Wolter/Dahn: Analysis Individuell 105

Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.3 Elementare Funktionen

Satz 5.11 Die Exponentialfunktion besitzt folgende Eigenschaften : 5/3/19
(1) D(exp) =R.
(2) Fir jedes z,y € R gilt: exp(x +y) = exp(x) - exp(y)

(Funktionalgleichung der Exponentialfunktion).

_ = 1
(3) exp(0) =1 wund exp(—zx) xp(a)’
fir <0 ist 0 <exp(z) <1, und
fir x>0 idst 1 <exp(z).
(4) exp ist streng monoton wachsend

(folglich ist exp injektiv und besitzt eine Umkehrfunktion).
_ Y 1\"
(5) exp(l) =e (e = lim (1 + ﬁ) )

(6) Fir rationale x = :I:% ist exp(z) =e

+m
(fiir irrationale z ist €® bisher nicht definiert!).
(7) exp ist stetig.
Beweis. (1) ist trivial, da Z%L fiir alle x konvergiert. 5/3/20
(2). Ubungsaufgabe!
: 0
(3). Esist exp(0) = Z% =1 =

1 =exp(0) = exp(x + (—x)) = exp(z) - exp(—zx) =
oy 1

xp(—n) = L

hieraus folgt insbesondere exp(z) # 0. Fir = >0 ist

exp(x):Z%:1+Z%>l.
n=0 " n=1 """

———
>0
N : 1 B
Fir x <0 ist —x >0, also exp(x) = p(=7) <1, denn exp(—z) > 1.

(4). Essel z; <x9; z.z.: exp(z1) < exp(zz).
Wegen xy < xo gibt esein h >0, so dall xy + h = x9. Folglich ist
exp(x2) = exp(zy + h) = exp(zy) - exp(h) > exp(xy).
1
>

(5). Esist



o) <o (144 1) = (e (1)) =

n—mal

S=

exp (%) = (exp(1)™.

Dann gilt

3=

%0 (;)k
1 +% < kz:% };! = exp (%) = (exp(l))
Weiterhin gilt fir n > 2

1

(exp(l)) " =exp (%) < ; (%)k (denn % <1 fir k>2)

1 1

”T—l n—1:1+n '
Also
1 1
1+ﬁ<<exp(1)) <1+m —

(1+ %)" <exp(l) < (1+ ﬁ)" —

ezlim(l—i—%)nSexp(l) glim(l—kﬁ) =e —
exp(1l) =e.

6). 1. 2=0 =

exp(0) =1=¢" = (exp(l))o.
2. z=m>0 =

exp(m) =exp(l+---+1)=exp(l)---exp(l) = (exp(l))m.

m—mal

S=

T = % >0 —
exp (73) = exp (m —) = <exp (i))m = ((exp(l))iyﬂ = (exp(l))
T = —% <0 =
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m

my_ 1 _ 1
p( n) exp(%) (exp(l))

(7). Wir zeigen zunéchst, daB exp(z) in a = 0 stetig ist. Hierzu benutzen wir das
Lemma zum Identitétssatz fiir Potenzreihen (vgl. Satz 4.24).
Wenn x; 20 und x; — 0, so Z %(azi—O)”—>00:%:1.

o1 i—00 0!

=cn

o= (eXp(l))

Also exp(z;) — exp(0) = 1.

1—00
Sei jetzt a € R beliebig, z, € R und z, — «a.
z.2.. exp(x,) — exp(a).

g.z.z.: exp(x,) —exp(a) —0

exp(z,) — exp(a) = exp(a) (exp(xn —a) — 1) —0 =

—0
exp(z,) — exp(a),

also ist exp in a stetig. a
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