Wolter/Dahn: Analysis Individuell 105

Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.3 Elementare Funktionen

Bemerkung. Aus der Definition und den Eigenschaften von sin und cos erhélt man 5/3/64
sofort die wichtigsten Eigenschaften von tan und cot. Insbesondere gilt:

D(tan) = R\ {z : cosx =0}, W(tan) = R;

D(cot) = R\{z : sinz =0}, W(cot) =R.

tan und cot sind als Quotienten von stetigen Funktionen wieder stetig;

tan und cot sind wie sin und cos periodisch, allerdings mit der Periode 7.

Ahnlich wie sin und cos lassen sich auch tan und cot am Einheitskreis geometrisch
interpretieren (vgl. Abb 5.21 und 5.24).

Abb. 5.24 In der Abbildung ist
zu erkennen, wie am Einheits-

tan kreis die Funktionen tan und cot
in Abhéngigkeit von dem Winkel
x (alle hervorgehoben durch dickere

Strichstérke; = gemessen in Bogenmaf)

- X veranschaulicht werden konnen.

cot bzw. tan sind dann definiert

durch: cotx :=wu, tanz :=v.
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Die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot sind als periodische Funktionen
nicht in ihren gesamten Definitionsbereichen injektiv. In den (maximalen) Teilintervallen,
in denen sie jedoch injektiv sind (dort sind sie auch stetig und daher streng monoton), besit-
zen sie Umkehrfunktionen (die sog. Arcus-Funktionen; Arcus oder Arkus := BogenmaB eines
Winkels), die der Reihe nach mit arcsin, arccos, arctan, arccot bezeichnet werden.

Zur Veranschaulichung der Arcus-Funktionen betrachte man zunéchst die Abb. 5.21.
Dort ist der Winkel x in Bogenmafl gegeben (das ist bekanntlich die Linge des Bogens auf
dem Einheitskreis zwischen den Punkten (1,0) und (u,v) im entgegengesetzten Uhrzeigersinn). Fiir
fixiertes = ist sinx symbolisiert durch die Strecke der Lange v zwischen den Punkten
(u,0) und (u,v). Also

sinr =v = arcsin(sinz) = arcsinv = x (:= die zu sinz gehorende Bogenlinge).



Das Analoge gilt fiir Cosinus, Tangens und Cotangens.
Abschlieflend werden noch die trigonometrischen Funktionen mit ihren Umkehrfunktio-

nen (in geeigneten Intervallen) dargestellt (vgl. Abb. 5.25 — 5.28). Sinus wird in [—%W, %W]
und in [3, 37] betrachtet, Cosinus in [0,7] und in [, 27]. Tangens und Cotangens
werden i% [—im, i7] bzw.in [0,7] dargestellt.
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Abb. 5.25 Die gestrichelten Kurven ent- Abb. 5.26 Die gestrichelten Kurven ent-
sprechender Strichstirke geben die jewei- sprechender Strichstirke geben die jewei-
lige Umkehrfunktion des Sinus in den be- lige Umkehrfunktion des Cosinus in den
trachteten Intervallen an, in denen der Si- betrachteten Intervallen an, in denen der
nus injektiv ist. Cosinus injektiv ist.

Analog wie in den vorhergehenden Abbildungen verfahren wir jetzt noch mit Tangens
und Cotangens.
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Abb. 5.27 Die gestrichelte Kurve zeigt die Abb. 5.28 Die gestrichelte Kurve zeigt die
Umkehrfunktion des Tangens in dem In- Umkehrfunktion des Cotangens in dem In-
tervall (—3m, im). 106 tervall (0, 7).



