Wolter/Dahn: Analysis Individuell 143

Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.1 Der Raum RR"

Satz 6.4 (Satz von Bolzano- Weierstrafs)

Jede unendliche und beschrinkte Menge von Elementen aus R"™ besitzt wenigstens einen
Hiufungspunkt.

Beweis. (Der Beweis erfolgt mit einer sog. Wiirfelschachtelung, die analog zu einer Intervallschach-
telung induktiv konstruiert wird).

Beweisidee: Essei M C IR® und M unendlich und beschrankt. Dann 148t sich M in
eine Kugel und damit auch in einen n-dimensionalen Wiirfel Wy := [a?, b)] x - - - x [a?, 0?]
mit endlicher Kantenlénge einschliefien, wobei a?,b? € R, af < b und b?—ai = b)—af
fir 4,5 =1,...,n. Esgilt also M C W,.

Die Kanten des Wiirfels werden durch die Intervalle [a

reprasentiert (vgl. Abb. 6.4).
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Abb. 6.4 In der Abbildung wird der
Fall n = 2 dargestellt. Aufgrund
der betrachteten Zerlegung gibt es

bei jedem Schritt wenigstens einen

Teilwiirfel, in dem unendlich vie-

le Elemente aus M enthalten sind;
einen solchen Teilwiirfel wihlt man
jeweils aus und zerlegt ihn weiter.
Fiir vorgegebenes ¢ > (0 gibt es
dann einen Teilwiirfel W,,, so dafl
W C Uc(0).

Durch Halbierung der Wiirfelkanten entsteht eine Zerlegung VOIl Wy in endlich viele
Teilwiirfel Wol, e Wé"’, (in unserem Fall ist k=2") und W, = U WZ
Dann ist i i
MWy =Mn(|Jw) = UMmWO
i=1 =

unendlich. Folglich gibt es einen Tellwurfel W¢, so daBl schon M N W{ unendlich ist.
Wir wihlen einen solchen Teilwiirfel W aus und nennen ihn Wj.
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Es sei jetzt W, schon definiert mit den fogenden Eigenschaften:
Die Kantenldnge von W,, ist (W, L [(Wy) und M NW,, ist unendlich.

)= g
2m

Analog wie bei W, halbieren wir jetzt die Kanten von W,, und erhalten eine Zerlegung

von W, in k Teilwiirfel WL ... Wk so daB

k k
W =W, und MW, ={JWMnW,).
i=1 =1
Da nach Voraussetzung M N W, unendlich ist, existiert ein W', so dal M N W¢
unendlich ist; sei W, := Wi .
Auf diese Weise entsteht eine Folge Wy 2D W; D --- D W, D --- von ineinander ge-
schachtelten Wiirfeln. Fiir den Wirfel W, sei die j-te Wiirfelkante (5 = 1,...,n)

durch das Intervall [a}*,b"] gegeben. Offenbar ist ([agn, b;"]) oo

vallschachtelung in R. Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es ein ¢;, so da8

cj € [a', U] fiir fixiertes j mit j € {1,...,n} und m=0,1,2,....

dann eine Inter-

Behauptung: ¢ = (cq,...,¢,) ist ein Hiufungspunkt von M.

Offenbar ist ¢ € Moo Wy, Sei € > 0. Wegen [(W,,) = 2% -1(Wy) kann mit wach-
sendem m die Kantenlinge des m-ten Wiirfels so klein gemacht werden, dafl fiir
hinreichend groe m der ganze Wiirfel W,, zu U.(¢) gehort: W,, C U.(¢). Da
MnW,, CW,, und M NW,, unendlich ist, liegen in U.(¢) unendlich viele Elemente
aus M; folglich ist ¢ ein Haufungspunkt von M. D
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