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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

In den bisherigen Ausfithrungen haben wir uns vorwiegend mit Funktionen einer reellen
Verénderlichen befafit. Fiir die praktischen Anwendungen der Analysis sind jedoch vor
allem Funktionen mit mehreren reellen Verdnderlichen von Bedeutung. Diesen Untersu-
chungen werden wir uns jetzt verstirkt widmen.

6.1 Der Raum RR"

Wir betrachten den n-dimensionalen Vektorraum
R":={a : ai,...,a, € R}, a:=(a,...,an),

iiber IR mit den folgenden Operationen:
Addition in R™: a+b 5 (a1 +bi,...,a, +by),
Multiplikation mit » € R: r-a 5; (rai,...,ra,).

Definition. (euklidischer Abstand)
Seien a,b € R".
la—b] 5 Xr(a; — b;)? heiBt euklidischer Abstand zwischen @ und b.

Bemerkung. Fiir b =0 erhilt man |a—0|= |a] = /X", a?.
|a| ist also der Abstand zwischen @ und 0 und heifit Linge des Vektors @ oder auch
Betrag von a.

Definition. Der n-dimensionale Vektorraum IR" zusammen mit dem euklidischen
Abstand heifit n-dimensionaler euklidischer Raum.

Wir werden den euklidischen Raum ebenfalls mit R"™ bezeichnen.
Offensichtlich sind die Korper der reellen bzw. der komplexen Zahlen Spezialfalle fiir
ein- bzw. zweidimensionale euklidische Raume.

Satz 6.1 (Schwarzsche Ungleichung)
Fiir beliebige reelle Zahlen a;,b; gilt:

n

(Zz:;aibi)Q < (Za?)-(gbg).

=1

Beweis. In der linearen Algebra definiert man das Skalarprodukt fiir Vektoren

a=(ai,...,an), b=(br,...,b,) € R wie folgt: (a,b):=_ a;b;.
i=1
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Man {iberlegt sich leicht, dal das so definierte Skalarprodukt folgende Eigenschaften

besitzt:
)=>a?>0, und (a,a) >0, falls a+#0,

—~
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l

Fiir beliebige r € R erhélt man hieraus
0<(r-a+b,r-a+b)=r>(ab)+(bb).

Fiir @ =0 ist die Schwarzsche Ungleichung offenbar richtig.
Es sei jetzt @ # 0 und damit (a,a) > 0. W&hlt man speziell r = —
man
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0< (@b _ 2(a’2)2 + (b, b) = —(‘;’22 + (b, ).

@) @

Folglich ist
(a,b) < (a,a)-(b,b),

und dies ist die Schwarzsche Ungleichung in etwas verdnderter Schreibweise.

Satz 6.2 Fir alle a,b,é¢€ R" und r € R gilt:
(1) la] >0, wund |a|=0 < a=0.
@) |r-al = Ir| - fal.

(= |—al=la] und |a— B| = |B —al). (Symmetrie des Abstands)
(3) |a+ B| < la| + |l_)| (Dreiecksungleichung)
(4) la—bl <la—ecl+[c—0, . |
- - o (Formen der Dreiecksungleichung)
(5) |lal - [Bl] < |a—d].

Beweis. (1) und (2) sind trivial (analog wie fiir komplexe Zahlen).

(3) wird mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung bewiesen (analog wie fiir komplexe Zahlen).

(4) und (5) folgen aus (3) wie bei den reellen Zahlen. [

Bemerkung. Unser Ziel ist es, in euklidischen Rdumen Analysis zu betreiben (tiefer-
gehende analytische Betrachtungen erfordern noch allgemeinere Rdume, dies wiirde aber den Rahmen
dieser Darstellung sprengen). Unabhéingig von den betrachteten Rdumen bendtigt man bei
einer ganzen Reihe von Grundbegriffen der Analysis weder Zahlen noch Tupel von Zah-
len, oft reicht eine Menge (:= Punktmenge) und eine Abstandsdefinition zwischen den
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Punkten der Menge aus, um grundlegende Begriffe definieren zu kénnen. Wenn dann
in den konkreten Raumen, die wir betrachten (z.B. R™ fiir die verschiedenen n), ein
Abstand definiert ist, so sind in diesen Rdumen schon alle Begriffe gegeben, die al-
lein mit dem Abstand definiert werden kénnen. Die Konvergenz von Folgen ist z.B. ein
solcher Begriff, der sich allein auf den Abstand zuriickfithren 1&8t. Um nicht in jedem
euklidischen Raum die Konvergenz und andere Definitionen neu formulieren zu miissen,
betrachten wir sog. metrische Rdume (das sind Punktmengen mit einem Abstand).

Definition. (metrischer Raum)

Essei M eine nicht-leere Menge und ¢ : MxIM — IR (d.h., fiir a,b €M ist o(a,b) € R),
so daB fiir alle a,b,c € M gilt:

(1) o(a,b) >0, und p(a,b) =0 <= a=0.

(2) o(a,b) = o(b,a). (Symmetrie)

(3) o(a,b) < ola,c)+ o(c,b).  (Dreiecksungleichung)

Dann ist ¢ eine Metrik oder Abstandsfunktion in M, und das Paar (M, o) heifit
metrischer Raum.

Bemerkung. Wir werden den metrischen Raum (M, ¢) wie iiblich auch einfach mit
M bezeichnen.

Offenbar hat der in R, €, R™ definierte Abstand die Eigenschaften (1) — (3). Folglich
sind (R,|---]), @, ]---]), (R",|---]) oder kurz R, €, R" metrische Rdume.

Im folgenden sei (M, ) bzw. IM stets ein metrischer Raum.

Definition. (e-Umgebung)

Essei a €M, e € R und ¢ > 0.

U.(a) heifit e-Umgebung von a (in M)
= Ua):={r €M : o(x,a) < c}.

Ist zB. M =R" und a € R", soist Usa) = {z € R" : |z —a|] < e} eine n-
dimensionale offene Kugel in R™ mit dem Radius ¢ und dem Mittelpunkt a. Fiir
n = 1, 2 erhélt man ein offenes Intervall in R bzw. eine offene Kreisscheibe (:=Kreis
ohne Rand) in der Ebene (vgl. Abb. 6.1).

Definition. (offene Menge)

Es sei M C M.
M heiBt offen (in M)
s Fiir jedes a € M gibt es ein € >0, so dal U.(a) C M.
(Mit jedem a € M gehort noch eine ganze e-Umgebung zu M, vgl. auch Abb. 6.2.)
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6/1/15

Y
M
U.(a)
X
Abb. 6.1 zeigt eine e-Umgebung in Abb. 6.2 Zu jedem a € M gibt es
IR®. Die Menge {Z : |z —a| = €} ein € > 0, so daf auch noch U.(a)
gehort nicht zu U.(a). zu der Menge M gehort.
Definition. (Umgebung) 6/1/16

Essei a€ M und U C M.

(1) ist eine offene Umgebung von a
U ist offen und a € U.

(2)

ist eine Umgebung von a
Es gibt eine offene Menge U’ C M mit a € U' und U’ C U.

Bez.: U :="U(a)

gl SEI S

Bemerkung. Im praktischen Umgang kommt man fast immer mit den spezielleren e- 6/1/17
Umgebungen aus, denn jede e-Umgebung ist eine Umgebung, und in jeder Umgebung

von a ist eine e-Umgebung von a enthalten (und dies reicht in der Regel aus). Es ist aber

oft bequem, einfach von Umgebungen zu sprechen.

Definition. (Beschranktheit) 6/1/18

Essei M C M.
M st beschrdankt (in M)
= Es existiert ein @ € M und ein € >0, so da M C U.(a)
(d.h., M ist in einer Kugel — mit endlichem Radius e — enthalten; also fiir jedes © € M gilt:

o(xz,a) <e; vgl. Abb. 6.3)
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Abb. 6.3 Ist IM = R™, dann gibt
esein a € M, sodal M CU.(a) =
{Z: |z —a| <e}. Da R" ein Null-
element enthilt, kann in IR™ stets

a =0 gewihlt werden (in beliebigen

metrischen Rdumen existiert keine

Null!). Also M C U.,(0) und somit
|Z| < &' fiir jedes T € M.

Definition. (Hdufungspunkt)
Essei M CIM und a € M.
a ist ein Haufungspunkt von M

5;  In jeder Umgebung von a liegt noch wenigstens ein von a verschiedener Punkt
aus M.

Satz 6.3 Es ses M C M. Ist a ein Hdufungspunkt von M, dann liegen in jeder
Umgebung von a wunendlich viele Punkte aus M.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog wie fiir die reellen Zahlen (vgl. Satz 2.9). d

Es sei jetzt M =R" und o:=|---|.

Satz 6.4 (Satz von Bolzano- Weierstrafs)

Jede unendliche und beschrinkte Menge von Elementen aus R"™ besitzt wenigstens einen
Haufungspunkt.

Beweis. (Der Beweis erfolgt mit einer sog. Wiirfelschachtelung, die analog zu einer Intervallschach-
telung induktiv konstruiert wird).

Beweisidee: Essei M C IR® und M unendlich und beschrankt. Dann 148t sich M in
eine Kugel und damit auch in einen n-dimensionalen Wiirfel Wy := [a?, 8] x - - - x [a?, 0?]
mit endlicher Kantenlinge einschlieBen, wobei af, ) € R, a) <) und 0 —aj = 09 —a)
fir 2,7 =1,...,n. Esgilt also M C W,.
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Die Kanten des Wiirfels werden durch die Intervalle [a?, b

reprasentiert (vgl. Abb. 6.4).

| auf den Koordinatenachsen

Abb. 6.4 In der Abbildung wird der
Fall n = 2 dargestellt. Aufgrund
der betrachteten Zerlegung gibt es

bei jedem Schritt wenigstens einen

Teilwiirfel, in dem unendlich vie-

le Elemente aus M enthalten sind;
einen solchen Teilwiirfel wihlt man
jeweils aus und zerlegt ihn weiter.
Fiir vorgegebenes ¢ > (0 gibt es
dann einen Teilwiirfel W,,, so dafl
W, C Ue().

ay ap b 4t

Durch Halbierung der Wiirfelkanten entsteht eine Zerlegung Von Wy in endlich viele
Teilwiirfel W, ..., WE, (in unserem Fall ist k =27) und W, = U Wi

Dann ist

MNW, = Mn(UWl) ij M OW)

unendlich. Folglich gibt es einen Tellwurfel W¢, so dal schon M N W} unendlich ist.
Wir wihlen einen solchen Teilwiirfel W{ aus und nennen ihn W;.
Es sei jetzt W,, schon definiert mit den fogenden Eigenschaften:

Die Kantenldnge von W, ist [(W,,) = 2% ~1(Wy) und M N W, ist unendlich.

Analog wie bei W, halbieren wir jetzt die Kanten von W), und erhalten eine Zerlegung
von W,, in k Teilwiirfel W' ... WZ¥ so daB

k k
Wo =W, und MW, ={JWMnW,).
i=1 1=1
Da nach Voraussetzung M N W, unendlich ist, existiert ein W} 6 so da M N W
unendlich ist; sei W,y := WP .

Auf diese Weise entsteht eine Folge Wy D W; D --- D W, D --- von ineinander ge-
schachtelten Wiirfeln. Fiir den Wiirfel W,, sei die j-te Wiirfelkante (j = 1,...,n)
durch das Intervall [a]",b7"] gegeben. Offenbar ist ([ a’ ’b;n])mZO,LQ,-.. dann eine Inter-
vallschachtelung in IR. Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es ein ¢;, so daf
cj € [af', b"] fiir fixiertes j mit j € {1,...,n} und m=0,1,2,....
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Behauptung: ¢ = (cy,...,¢,) ist ein Hiufungspunkt von M.

Offenbar ist ¢ € Moo Wy, Sei € > 0. Wegen [(W,,) = QLm -1(Wy) kann mit wach-

sendem m die Kantenlinge des m-ten Wiirfels so klein gemacht werden, daf§ fiir
hinreichend grofie m der ganze Wiirfel W,, zu U.(¢) gehort: W,, C U.(¢). Da
MnW,, CW,, und M NW,, unendlich ist, liegen in U.(¢) unendlich viele Elemente
aus M; folglich ist ¢ ein Haufungspunkt von M. D

Definition. (abgeschlossene Menge) 6/1/26

Eine Menge M C M ist abgeschlossen
s Jeder Haufungspunkt von M gehort zu M.

Satz 6.5 Essei M CM und C(M) das Komplement von M bez. M. 6/1/27
Dann gilt: M st offen gdw C(M) abgeschlossen ist.

Beweis. (—>) Sei M offen und @ ein Haufungspunkt von C(M). 6/1/28
z.z.. a € C(M).

Annahme: a ¢ C(M) (= a€ M).
Da M offen ist, existiert ein € > 0, so da} U.(a) C M. Dann enthélt U.(a) keinen
Punkt aus C(M), folglich ist a kein Haufungspunkt von C(M). N !

(¢—) Sei C(M) abgeschlossen und a € M.
z.z.. Es gibt ein € >0, so daB U.(a) C M.
Annahme: Fiir jedes ¢ >0 ist U.(a) € M,

d.h., fiir jedes ¢ > 0 existiert ein = € U.(a) mit = & M, also z € C(M). Wegen
a € M ist z # a. Folglich gibt es in jeder e-Umgebung von a ein von a verschiedenes
Element aus C(M); somit ist a ein Haufungspunkt von C(M). Da C(M) nach

Voraussetzung abgeschlossen ist, mufl a zu C(M) gehoren. 'A/ ! 0

Satz 6.6 [In metrischen Rdumen gilt: 6/1/29

(1) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

(2) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.

(3) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

(4) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
Beweis. Ubungsaufgabe! 6/1/30
Hinweise:

(1). Sei I eine Indexmenge und sei M; fiir jedes i € I offen.
Z.7.: UMz ist offen.
iel
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(2). Analog zu (1), aber I endlich.
(3) und (4) folgen aus (1) und (2) mit Hilfe der de Morganschen Formeln:

C( ﬂ Ml) = U C(M;) und C( U Ml) = ﬂ C(M;) (vgl. Aufgabe 3, Kapitel 1). a
iel icl icl

el

Weitere topologische Grundbegriffe 6/1/31

Definition. Sei M CIM und a € M. 6/1/32
(1) a ist ein innerer Punkt von M

= s gibt eine Umgebung U(a), die ganz zu M gehort.
(2) a ist ein Randpunkt von M
5; In jeder Umgebung von a existiert ein Punkt aus M und ein Punkt, der nicht

zu M gehort.

(3) a ist ein isolierter Punkt von M
= a € M und es gibt eine Umgebung von a, die auBler a keinen weiteren Punkt

Df
aus M enthélt.
6/1/33
ceM
Abb. 6.5 a ist ein innerer Punkt von
M Ula) M, da mit a noch eine ganze Umgebung
von a zu M gehort. b ist ein Randpunkt
von M, denn in jeder Umgebung von b
liegt ein Punkt aus M und ein Punkt, der
eM nicht zu M gehort. ¢ ist isolierter Punkt
von M, denn ¢ € M, und es gibt ei-
% ¢ M ne Umgebung von c¢, in der kein weiterer
Punkt aus M liegt.
Bemerkungen.
(1) Randpunkte von M miissen nicht zu M gehoren.
(2) M ist offen gdw jeder Punkt aus M innerer Punkt von M ist.
(3) M ist abgeschlossen gdw der Rand von M (:= Menge aller Randpunkte von
M) zu M gehort.
(4) Nicht jede Menge ist offen oder abgeschlossen.
(5) Es gibt Mengen, die offen und abgeschlossen sind.
Beweis. (1). Beispiel: Das Intervall M = (0,1) in R. 6/1/34

(2) ist nach Definition trivial.
(3). Randpunkte sind offenbar Haufungspunkte oder isolierte Punkte. Daraus folgt die
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Behauptung.

(4). Beispiel: M =R und M =[0,1).
(5). Beispiel: M=R und M =R oder M =0. O

Wir betrachten jetzt Folgen (x,) in M, d.h., fiir jede natiirliche Zahl n ist z, € M.

Definition. (Konvergenz in metrischen Rdumen)
Sei (x,) eine Folgein M und a € M.
(xn) konvergiert gegen a (in M)

= Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng, so daf fiir jedes n >ny gilt: o(wy,a) <e

(d.h., fiir fast alle n ist der Abstand zwischen x, und a kleiner als &, oder in jeder

e-Umgebung von a liegen fast alle Folgeglieder).

Bez.: lim z,, = a oder kurz

n—oo

T, — a.

Damit ist der Begriff der Konvergenz in metrischen Rdumen definiert. Betrachtet man
also einen speziellen metrischen Raum, etwa IR oder R"™ dann mufl man dort die
Konvergenz nicht neu definieren.

Es sei jetzt IM = R™ und (Z;) eine Folge in R", also z; = (xy;,...,2Zn) (n fixiert

und i=0,1,2,...), undessei a= (ai,..

CyQp).

Satz 6.7 Ist (z;) eine Folge in R" und a € R", dann gilt:

(z;) konvergiert gegen a

< fir jedes k = 1,...,n konvergiert (Ti;)i—o1.2,.

gegen ag. (D.h., Konvergenz in R™ ist komponentenweise Konvergenz.)

Beweis. Ubungsaufgabe! 0O

Damit iibertragen sich sehr viele Konvergenzeigenschaften fiir Folgen in R auf Folgen
in R"; insbesondere gilt:

Ist (Z;) in IR"™ beschriankt (:= die Menge {z; :

i=0,1,2,...} ist beschrinkt), dann exi-

stiert ein Haufungspunkt @ von (Z;) und eine Teilfolge (7;) von (Z;), die gegen a

konvergiert.

6.2 Funktionen mit mehreren Veridnderlichen

Definition. (Funktionen mit mehreren Verdnderlichen)

f ist eine reellwertige Funktion mit n reellen Verdnderlichen
= fCR"xR(:=R"") und fiir jedes a € R" gibt es hochstens ein b € R,

so daB (a,b) € f

(hierbei ist (a,b) = (aq, ..
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Bez.: f:R"— R und f(a)=

Da die Werte dieser Funktionen reelle Zahlen sind, lassen sich die rationalen Operationen 6/2/1
hierfiir vollig analog wie bei Funktionen mit einer reellen Verdnderlichen definieren.

Eine anschauliche graphische Darstellung der Funktionen f: R"™ — IR ist fiir die Félle

n > 3 nicht mehr moglich. Fiir n = 2 erfolgt dies im dreidimensionalen Raum R®

(vgl. Abb. 6.6). Hierbei benutzt man in der Regel z,y als unabhéngige Variablen und

z als abhéngige Variable.

Abb. 6.6 Der Einfachheit wegen
wird als Definitionsbereich von f
ein Rechteck D := [a,b] X [¢,d] =
{(z,y) : a <z < b, ¢ §y<d}
gewithlt; D = D(f) C R
Fiir f(x,y) = z kann man sich die
Menge {(x,y,2) : (z,y) € D} bei
einer stetigen Funktion f als ,ge-

kriimmte Fliche® im Raum R® vor-

stellen.

Die Verkettung f o g fiir beliebige Funktionen g: A — B und f: B — C ist nur
dann definiert, wenn W(g) C D(f) (vgl. Kapitel 5, Operationen fiir Funktionen). Daraus
ergibt sich sofort, daf} sich reellwertige Funktionen nur in Spezialfillen verketten lassen,

f miifite z.B. R in R abbilden.

Betrachtet man Funktionen f : R"™ — IR™, wobei m,n > 1 und sonst beliebig sind
(solche Funktionen heilen auch Vektorfunktionen und fiir m = n auch Vektorfelder), dann 1483t sich
die Verkettung wieder allgemeiner ausfiihren.

Die oben betrachteten Funktionen sind wichtige Hilfsmittel zur Beschreibung der objek-
tiven Realitdt mit Hilfe mathematischer Begriffe. Will man etwa das Gravitationsfeld
der Erde durch eine Funktion f beschreiben, dann mufl die Funktion f jedem Raum-
punkt @ € R® die wirkende Schwerkraft b in diesem Punkt zuordnen. Die Kraft ist
aber auch ein Vektor (aus R*), alsoist f:R®*— R

Ist g:R" = R™ und f:R™— R" dannist fog:R"— R"

Wenn nun =z = (xy,...,z,) € R", dann gibt es reelle Zahlen w1,...,yn, so daB
9(Z) = (Y1, -, Ym). Ist zusitzlich (y1,...,ym) € D(f), dannist auch f an der Stelle
(Y1,---,Ym) definiert, folglich gibt es reelle Zahlen zq,...,2x mit f(yi,...,ym) =
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(z1,...,28), also f(g(z1,...,2,)) = (21,...,2k). Betrachtet man z als ein n-Tupel
von Variablen x;, dann lassen sich aus

g(i‘) = (yh R 7ym>
wie folgt m reellwertige Funktionen definieren:

9i(Z) = y1, -y gm(T) = Ym.
Setzt man diese in  f(y1,...,¥yn) ein, so entsteht

Fns s ym) = F(9(@), - gm(Z) = (21, 2)-
Fir ¢g:R" — R™ schreiben wir auch ¢ :=(g1,...,9mn) und schlieBlich

(f 2 9)(@) = f(9(2) = F(1(@)s - gm(@)) = (21, 20):

Bevor wir uns der Stetigkeit und weiterer wichtiger Eigenschaften von Vektorfunktionen
zuwenden, betrachten wir noch einen wichtigen Spezialfall fiir f : R™ — R*, nimlich
f:R— R* also m =1. Mit solchen Funktionen lassen sich sehr elegant sogenannte
Kurven in mehrdimensionalen Rdumen darstellen.

Als Beispiel wihlen wir k& =2 (vgl. Abb. 6.7).

In R* sei ein Kreis mit dem Radius r und dem Mittelpunkt 0 := (0,0) gegeben. Den
Kreis kann man durch die Gleichung z?+y? = r? beschreiben. Lost man diese Gleichung
nach y auf, so erhdlt man y = ++/r? — 22. Entsprechend des Vorzeichens entstehen
zwei reellwertige Funktionen einer reellen Verénderlichen, die jeweils den oberen bzw.
den unteren Kreisbogen beschreiben. Der gesamte Kreisbogen 148t sich aber nicht durch
eine reellwertige Funktion beschreiben. Ist (z,y) der in der Abbildung dargestellte
Punkt auf dem Kreis und ¢ der zugehorige Kreisbogen, dann ist offenbar

x:=r-cost und y:=r-sint.
Durchlauft ¢ das Intervall [0,27], dann durchliuft
f@) = (f(t), f2(t)) := (2, y) = (r-cost,r-sint)
alle Punkte auf der gesamten Kreislinie; also das Bild
S0, 2x]) = {(f1(), f2(t)) = t € [0, 27]}

zeigt den Kreis.
(Eine solche Darstellung des Kreises bezeichnet man auch als eine Parameterdarstellung des Kreises, das
Intervall [0,2n] heifit hierbei Parameterintervall. Wir werden uns mit diesen ,, Kurven® noch genauer

befassen.)
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Abb. 6.7 Hier ist f : [0,27] — R? mit
f = (f1,f2) und fi(t) = r cost = x
r ¢ und fa(t) =7 sint = y.

Achtung : In der Abbildung ist nur der
Bildraum bzw. das Bild der Funktion

- T f dargestellt. Die Funktion f selbst:
fF=A{@, f1(t), f2(t)) : 0<t<2m} ist ei-
ne Teilmenge des Raumes R®. Sie 1Bt
sich nur sehr schlecht graphisch veran-

schaulichen.

Bemerkung. Die wichtigsten Eigenschaften der Vektorfunktionen lassen sich aus den
Eigenschaften ihrer Komponenten herleiten — diese Komponenten sind reellwertige Funk-
tionen mehrerer reeller Verdnderlicher. Daher werden wir uns vorwiegend mit reellwer-
tigen Funktionen befassen. Um aber nicht fiir jeden konkreten euklidischen Raum die
Definitionen (und auch Sitze) immer wieder neu formulieren (bzw. beweisen) zu miissen,
hatten wir metrische Rdume eingefiihrt. Die Ergebnisse sind dann jeweils fiir den ent-
sprechenden Spezialfall zu interpretieren.

Im folgenden seien (IMy, ;) und (IMy, go) metrische Raume, die wir kurz mit IM; bzw.
mit IM; bezeichnen. (Fiir unsere Zwecke kénnen wir uns darunter immer R"™, IR™ vorstellen.)

Definition. (Stetigkeit in metrischen Rdumen)

Sei f:M; — My und a € M.

f istin a stetig

5 a € D(f) und fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes x € D(f)
gilt:  Wenn p1(x,a) <9, so o f(z), f(a)) <e.
(Andere Formulierung: Wenn z € Us(a), so f(z) € U.(f(a)).)

Wie fiir reellwertige Funktionen einer reellen Verédnderlichen vereinbaren wir, dafl eine
Funktion f in einer Menge M C IM; stetig ist, wenn sie in jedem Punkt der Menge
stetig ist.

Ist zB. M; = R", M; = IR (mit dem euklidischen Abstand als Metrik) und ist a € R",
dann erh&lt man:

f istin a stetig <= a€ D(f) und fiir jedes € >0 gibt esein § >0, so daBl
fir jedes T € D(f) gilt: Wenn |z —al <9, so |f(Z)— f(a)| <e.
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flag+ef———————— ‘ N Abb. 6.8a Fiir ein vorgegebenes
f(a) | e-Streifen e > 0 gibt es ein § > 0, so
O e onfoes ononenne s * daB f(Us(a)) C U.(f(a)); dh,
f(2) | | die Funktionswerte von f, einge-
1 1 schriankt auf Us(a), liegen alle in

! ! dem e-Streifen um f(a).

£ ) x
a—9d a a+d

Abb. 6.8b Ahnlich wie in der Abb.
6.6 betrachten wir eine Funktion f,
die in dem Rechteckbereich D defi-
niert ist. Weiterhin sei a € D, f(a) =
z und € > 0. Analog wie in der
Abb. 6.8a liegen die Funktionswerte

von f, eingeschriankt auf Us(a), zwi-

schen den beiden Ebenen, die paral-
lel zur x-y-Ebene sind und durch die
Punkte (0,0,z—¢) bzw. (0,0,z+¢)

verlaufen.
Beispiele (fiir stetige Funktionen)
(1) Sei f:R" =R, c€R und f(z)=c fiir jedes & € R" (konstante Funktion). 6/2/4/1
Aus der Definition folgt unmittelbar, da} f in IR"™ stetig ist.
(2) Sei f:R* =R, D(f)=R? und f(z,y) =z +vy. 6/2/4/2

Behauptung: f ist in R? stetig.

Sei (a,b) € R? beliebig und ¢ > 0. Dann gilt

[f(z,y) = fla,b)| = [z +y—(a+ D) =[x —aty—b <|r—a|l+|y—b] = (%)

g.z.z.: Es gibt ein 6 > 0, so daB fiir jedes (x,y) € D(f): Wenn |(x,y) — (a,b)| <9,
so (%) <e.

Es ist

(2,9) — (@.0)] = |(z — a,y = b)| = \/(z — a)2 + (y — b)2.
Wahlt man § := %, dann gilt
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((z,y) — (a,b)] <6
= (z—a)’+(y—-b><s=5
= (v —a)?, (y—b)2<6

= |z — al, |y—b|<%.

Also |f(z,y)— f(a,b)| < (%) =|r—a|+|y—b] < e; damit leistet § = % das Verlangte.

Satz 6.8 Sei f:R"—R™, f(z)= (fl(f), o ,fm(:i)) und a € R™. Dann gilt: 6/2/5
f st in a stetig gdw fi,...,fm in a stetig sind.

(D.h., Stetigkeit bei Vektorfunktionen ist komponentenweise Stetigkeit.)

Beweis. Zunichst gilt fiir beliebige Vektoren ¢ = (cq,...,cx): 6/2/6

lei| < el < |en| + - -+ || fiir alle .

el = Ve <+ + G = =
|(¢1,0,...,0)+ -+ (0,...,0,¢;,0,...,0) + -+ (0,...,0,¢4)] <
|<Cl,0,..., )l—l——i—’( ,...,O,Ck)’ = |01’+"‘+’Ck|.
Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis.
(—) Sei f in a stetig. Dann gilt:
Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes = € D(f):
Wenn |z —a| <4, so |f(Z)— f(a)| <e.
Wegen |f(z)— f(a)| = |(f1(z) = 1(a), .., fm(#) — fm(a))| erhiilt man nach den obigen
Ausfithrungen
(@) — @) < 1f@) - f@] < fir i=1,....m.

Also wenn |z —a| <9, so |fi(Z)— fila)] <e fir i=1,...,m.

Denn

(«—) Seien jetzt fi,...,fm in a stetig. Dann gilt fir i =1,...,m
Fiir jedes € > 0 gibt es ein ¢; > 0, so daB fiir jedes z € D(f;):
Wenn |z —al <§;, so |fi(z) — fia)] < =
Wir wihlen § := min{él, ..., 0m}; dann erhélt man fir |z —al < § sofort
|fi(z) — fi(a)| < £, also
f(z )— F@) <A@ = @]+ + | fu(@) = fm(@)] <m- = =e.

Folglich ist f in a stetig. a

Bemerkung. Aufgrund von Satz 6.8 konnen Stetigkeitsuntersuchungen fiir Vektorfunk- 6/2/7
tionen zuriickgefithrt werden auf Stetigkeitsuntersuchungen fiir reellwertige Funktionen.
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Analog wie bei Funktionen einer reellen Verénderlichen 148t sich die Stetigkeit auch hier
mit dem Grenzwertbegriff charakterisieren.

Definition. (Grenzwert) 6/2/8

Sei f:IM; — My, a ein Haufungspunkt von D(f) und c¢ € M,.
f besitzt in a den Grenzwert c
= Fiir jedes € >0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes = € D(f) mit = # a gilt:

Wenn o(z,a) <9, so pf(z),c) <e.
Bez.: lim f(z) =c¢ oder f(z)—c.

Tr—ra

Ist f:R"—= R, c€ R und a ein Haufungspunkt von D(f), dann gilt: 6/2/9
f besitzt an der Stelle a den Grenzwert ¢ <= fiir jedes € > 0 gibt esein 0 > 0,
so daf fiir jedes Zz € D(f) mit Z # a gilt: Wenn |z —a| <0, so |f(Z) —¢| <e.

Fiir reellwertige Funktionen lassen sich vollig analog wie im eindimensionalen Fall uneigentliche Grenz-

werte +oo definieren.

Satz 6.9 Sei f:M; — My, a ein Hiufungspunkt von D(f) und a € D(f). 6/2/10
Dann gilt: f st in a stetig gdw lim f(z) existiert und lim f(z) = f(a).

Beweis. Der Beweis kann vollig analog wie im Fall f : IR — IR gefiihrt werden (vgl. 6/2/11
Kapitel 5, Satz 5.2). Da hier aber neue Begriffe auftauchen, soll die Beweisidee noch einmal
erldutert werden.

(—) Sei f in a stetig und ¢ > 0. Nach Definition der Stetigkeit gibt es dann ein
d >0, so daB fiir alle z € D(f) gilt:

Wenn Ql<x7a) < 57 S0 QZ(f(x)a f(a)) <E.
Damit ist nach Definition des Grenzwertes:

lim f(z) = f(a) (:= c).

Tr—a
(«—) Ist lim f (x) = f(a), dann ist nach der Definition des Grenzwertes offenbar auch
f in a stetig. a

Bemerkung. Bei stetigen Funktionen konnen Limes und Funktion vertauscht werden: 6/2/12
lim f(z) = f(lim 2) = £(a),
insbesondere gilt fir * — a: lim f(g(z)) = f(limg(z)) = f(g(limz)) = f(g(a)).

Satz 6.10 (Folgenstetigkeit) 6/2/13
Sei f:IM; — My und a € D(f).

f st in a stetig gdw fir jede Folge (x;) in My mit x; € D(f) gilt:

Wenn z; — a;, so f(x;) = f(a).
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Beweis. Der Beweis verlauft vollig analog wie fiir f: R —R. [

Bemerkung. Fiir uns sind natiirlich die Falle IM; = R" und My = R™ mit m,n > 1
von besonderem Interesse, auf die wir uns jetzt beschranken wollen.

Satz 6.11 In euklidischen Rdumen sind Summe, Differenz, Produkt, Quotient und die
Verkettung stetiger Funktionen wieder stetig. (Beim Produkt bzw. beim Quotienten werden nur

solche Funktionen zugelassen, die aus IR" in IR abbilden!)

Beweis. Den Beweis fiithrt man vollig analog wie fiir Funktionen f: IR — R.
(Die obige Einschrinkung fiir Produkte und Quotienten auf reellwertige Funktionen ist notwendig, da
Produkt und Quotient von Vektoren i.a. nicht definiert sind.) 4

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Definition. (Kurve)

£ ist eine Kurve in R"

Es gibt ein abgeschlossenes Intervall [a,b] mit a < b und eine stetige Vektor-
funktion f:[a,b] = R", sodal ¢:= {f(¢):a <t <b}.

(D.h., es gibt stetige Funktionen f1,..., f, :[a,b] = R, sodal f(t) = (fl(t), RO (t)) und
£ das Bild der Funktion f in R" ist.)

Df

Diese Darstellung der Kurve heifit auch Parameterdarstellung mit Hilfe des Parameterin-
tervalls [a,b]. Die Stetigkeit ist notwendig, damit die Kurve zu einer ,,durchgezogenen*
Linie wird.

Zwei Punkte @, b werden durch die Kurve ¢ verbunden, wenn a, b € &.

Beispiele.

1. Sei f:[a,b] = R stetig.
Wir betrachten [a,b] als Parameterintervall und ¢ = {(¢, f(¢)) : a <t < b}.

Dann ist die Funktion f (dargestellt im zweidimensionalen Raum R?) genau die Kurve &g,
die sich mit Hilfe der Vektorfunktion g = (g1,g2) : [a,b] — R* beschreiben lat, wobei

gi(t) ==t und gy(t) := f(t). (vgl. Abb. 6.9)

2. Essei fi(t):=t-cost, fo(t):=t-sint und f = (f1,f2) : [0,27] = R®.
Dann ist € = {(fi(¢), fo(t)) : 0 <t <27} eine Kurve in R?*, denn f ist eine stetige
Vektorfunktion. (vgl. Abb. 6.10)
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Abb. 6.9 Das Bild der Vektorfunktion
g :[a,b] = R? mit g(t) := (¢, f(t)) ist
die Funktion f: [a,b] — R.
Esist €= {g(t):a <t <b}.

Definition. (bogenzusammenhdingend)
Sei M CR". M ist bogenzusammenhdngend

g(3m) g(m)

Abb. 6.10 Das Bild von g : [0,4n] — R?
mit g(t) = (t cost,t sint) zeigt eine Spi-
rale, die durch keine Funktion f: IR — R
definiert ist.

5; Zu je zwei Punkten a, b € M gibt es eine Kurve £ die ganz zu M gehort

und die Punkte @, b miteinander verbindet.

Abb. 6.11a =zeigt eine bogenzusam-

menhéngende Menge, denn je zwei
Punkte aus M lassen sich durch eine

Kurve in M miteinander verbinden.

Satz 6.12 (Zwischenwertsatz)
Essei f:R"—= R und M C D(f). Dann gilt:

Ist M bogenzusammenhdngend und f stetig in M und sind a,b € M, so daf

(vgl. Abb. 6.11a)

T

Abb. 6.11b Die hier dargestellte Men-
ge ist nicht bogenzusammenhéngend,
da es keine Kurve gibt, die @ und b

verbindet und ganz in M verlduft.

f(a) < d < f(b), dann gibt es ein ¢ € M, so dafi f(¢) =d. (vgl. Abb. 6.12)
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6/3/8

Abb. 6.12 Die Elemente a,b sind
durch eine Kurve £ verbunden.
Die Funktion f, eingeschrinkt auf
die Menge € C M, erzeugt ei-
ne stetige Funktion einer reellen
Veréanderlichen, fiir die der Zwi-
schenwertsatz schon gilt. An der
Stelle ¢ nimmt f den Wert d an.

Beweis. Nach Voraussetzung sind @,b € M und M ist bogenzusammenhingend. 6/3/9
Dann gibt es eine Kurve €, die ganz zu M gehért und @ und b verbindet. Folglich
existiert ein Intervall [a,b] und eine stetige Funktion g = (g1,...,9xs) : [a,b] = R", so

daB &€= {g(t): a <t <b} C M, und a,b €t Da a und b Bildelemente von g

sind, existieren o', € [a,b], so dal g(a’) =a und g(V') =b.

Sei 0.B.d.A. a' < V.

Wegen ¢: [a,0] = R", f: R® R und W(g)=¢C M CR" und M C D(f) ist

fog in [a,b] definiert.

Sei h(t) := f(g(t)), und somit h: [a,b] — R.

Wegen [/, V] C [a,b] ist h auchin [a/,0'] definiert, und es gilt

h(a') :f<@) = f(a@) <d und

hv)) = f(g(t)) ) = f(b) > d.
—
=b
Da die Verkettung stetiger Funktionen wieder stetig ist, ist h mit h : [¢/,b] - R
stetig. Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz fiir Funktionen einer Verdnderlichen

ein ¢ € (a,b), so daB h(c’):d:f(@).

=¢C

c=g(d) et C M leistet das Verlangte. 3

Bemerkung. In bogenzusammenhidngenden Mengen haben stetige (reellwertige) Funk- 6/3/10
tionen die Zwischenwerteigenschaft.

Satz 6.13 Sei f: R" >R und a € R. 6/3/11
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Ist f in a stetigund f(a) >0 (bzw. f(a) <O0), dann gibt es eine Umgebung U(a),
so daff f(z) >0 (bzw. f(z)<0) firalle T € U(a)N D(f).

Beweis. Sei f(a) >0 (den Fall f(a) <0 beweist man analog).

Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es fiir jede Umgebung U(a) ein
zeU(aND(f), sodaB f(z) <O0.

Fiir die Umgebungen U(a) := U, (a) mit &, = =, n = 1,2,3,..., existieren dann
Elemente z, € U., (a) N D(f), so dall f(z,) <0.

Es entsteht also eine Folge (Z,) mit Z, — a. Nach Voraussetzung ist f in a stetig,
folglich existiert lim f(z,) = f(a). Wegen f(Z,) < 0 erhélt man aus Satz 3.10 (6)

sofort f(a) = lim f(,) < 0. M ! (Siche hierzu auch die Abbildungen 6.8 und 6.8b) (1

Definition. (Beschrdinktheit bei Funktionen)
Sei f: My — My und M C D(f).
(1) f istin M beschrinkt

f(M)={f(a): a € M} ist beschrankt.
(2) f ist beschrinkt

f istin D(f) beschrankt.

QI =2l

Bemerkung. Fir f: R" — R und M C R" ist f(M) eine Menge von reellen
Zahlen. Folglich gilt:

f(M) ist beschrankt <=
f(M) ist nach oben und nach unten beschréinkt <=
es existiert ein ¢ € R, so dafl |f(Z)| < ¢ fir jedes = € M.
Dann existieren sup f(M) := sup f(z) und inf f(M) := }élj\fJ f(z).
zeM z
Wenn sup f(M) € f(M) bzw. inf f(M) € f(M), dannsind sup f(M) bzw. inf f(M)

das Maximum bzw. das Minimum von f(M).

Bez.: Ijré%[(f(j) bzw. g}nelj\r/}f(a_c)

Satz 6.14 Es sei f:R" - R und M C R". Ist f in M stetig, und ist M
beschrankt und abgeschlossen, dann ist auch f(M) beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dal f(M) beschrénkt ist.

Angenommen, f(M) ist nicht beschrinkt.

Dann gilt: Fiir jedes ¢ € R gibt esein 7 € M, so daB |f(z)| > c.

Speziell fiir c=¢; =14, i =1,2,3,... existieren dann Elemente Z,,Zs,Z3,... € M, so
Wegen z; € M ist die Folge (z;) beschrinkt, folglich besitzt (Z;) einen H&ufungs-
punkt @ und eine gegen a konvergente Teilfolge (Z;;).
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Wenn 7;, = a fiir ein j, dannist a € M.

Wenn 7;, # a fiir alle j, dannist a ein Haufungspunkt der Menge

{#;,: j=0,1,2,...}, und damit ist auch @ € M, denn M ist abgeschlossen.
Folglich ist f in @ definiert und stetig. Wegen z;, —a gilt:  f(7;,) — f(a).
Andererseits ist |f(7)] > ¢;; = i; — oo. Daher ist ( f (3?@)) unbeschriankt und

somit nicht konvergent. 'A/ !

Wir zeigen nun, da8 f(M) abgeschlossen ist, d.h.,ist b ein Hiufungspunkt von f(M),
dann ist b€ f(M).

Sei b ein Haufungspunkt von f(M). Dann gibt es eine Folge (b;) mit b; € f(M)
und b; — b. Wegen b; € f(M) gibt es ein z; € M, so dal b; = f(z;). Man erhilt
also eine Folge (z;) in M, die beschrinkt ist, da ja M beschriankt ist. Folglich besitzt
(z;) einen Haufungspunkt a und eine Teilfolge (7;;), die gegen a konvergiert.

Wie im ersten Teil des Beweises ist a € M und damit f(a) € f(M), folglichist f in
a stetig.

Wegen z;, — a gilt: b, = f(z;;) — f(a) =b =

fla)=be f(M). 0O

Korollar. Sei f: R— R
Ist f in [a,b] stetig, dannist f in [a,b] beschrinkt (und f([a,b]) ist abgeschlossen.)

Beweis. Der Beweis ist nach dem vorhergehenden Satz trivial. 4

Beispiel (dafiir, da8 der Satz nicht gilt, wenn M nicht abgeschlossen ist)
f(z) = %, M = (0,1]. Offenbar ist f in M nicht beschrinkt.

Abb. 6.13 f ist in (0,1] offenbar
nicht beschrénkt. Fiir  — 0 und
x>0 gilt: f(x) = oo.

or Die Mafistébe fiir die z-Achse bzw.
fiir die y-Achse wurden bewuf3t un-
4l terschiedlich gew&hlt, um das An-
wachsen von f in der Ndhe von 0

besser verdeutlichen zu konnen.

0.25 0.50 0.75 1.00
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Satz 6.15 (Satz von Weierstraf3)

Sei f: R" =R, M CR" und M # (. Dann gilt:
Ist f in M stetig und M beschrdinkt und abgeschlossen, dann existieren Minimum
und Mazimum von f in M (d.h., es gibt Elemente a,b € M, so daB f(a) = min f(M) und

f(b) = max f(M)).

6/3/21

Beweis. Wir zeigen, dal f in M ein Maximum besitzt; fiir das Minimum erfolgt der 6/3/22

Beweis analog.

Nach Satz 6.14 ist f(M) beschriankt, folglich existiert « := sup f(
g.z.z.. o € M, denn dann ist o das Maximum von f(M).

Annahme: o & f(M).

Wegen « =sup f(M) ist dann o« > f(z) fiir alle £ € M.

Nach Definition des Supremums gilt: Fiir jedes € > 0 gibt es ein b € f(M), so daB
a >b > a—e. Also in jeder e-Umgebung von « liegt ein Punkt b € f(M) und
b # «; somit ist « ein Haufungspunkt von f(

Nach Satz 6.14 ist f(M) abgeschlossen, folglich ist « € f(M). 'A/,

Korollar. Sei f: R— R und a <b.
Ist f in [a,b] stetig, dann gilt:

(1) f besitzt in |a,b] ein Minimum und ein Mazimum
(d.h., es existieren a’, V' € [a,b], so daB f(a') = max f([a,b]) und f(b') = min f([a,bd])).

(2) f(la,0]) = [min f(z), max f(z)].

x€[a,b] z€la,b]

Beweis. (1) folgt direkt aus dem vorhergehenden Satz.
(2). Minimum und Maximum von f sind Funktionswerte. Nach dem Zwischenwertsatz
werden auch alle Zwischenwerte angenommen.

Definition. (gleichmdiflige Stetigkeit)
Sei f: M; — My und M C IM;.
f istin M gleichmafig stetig

Df

Stetigkeit in einer Menge ist immer punktweise Stetigkeit, d.h., eine Funktion f ist in
einer Menge M stetig gdw f in jedem Punkt aus M stetig ist.

Wir wollen jetzt anhand einer Funktion f: M — IR, M C IR den Unterschied zwi-
schen Stetigkeit und gleichméfiger Stetigkeit von f in einer Menge M herausarbeiten,
wobei man sich unter M ein Intervall vorstellen moge. (Wir wiihlen hierfiir eine formale
Schreibweise, um den Unterschied deutlicher hervortreten zu lassen.)

f istin M stetig <=
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M).

[

= M C D(f) und fiir jedes € > 0 gibt es ein ¢ > 0, so daB fiir jedes x,y € M
gilt:  Wenn o;(z,y) <9, so o02(f(z), f(y)) <e.
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Vye M Ve>036>0VeeM (\:U —yl <d—|f(x) = fly)| < 5), und

f istin M gleichméBig stetig <=

Ve>036>0 Vo, ye M (Jlz -yl <6 — |f(z) — fy)| <e),

Bei der Stetigkeit in der Menge M héngt 6 von e und von der betrachteten Stelle
y € M ab; bei der gleichméfligen Stetigkeit hdngt 6 nur von e ab.

Wir werden jetzt zeigen, dafl aus der gleichméfligen Stetigkeit die Stetigkeit folgt, dafl

aber die Umkehrung im allgemeinen falsch ist. Hierbei beschrinken wir uns wieder auf
reellwertige Funktionen.

Satz 6.16 Sei f: R" — R und M C D(f).
Ist f in M gleichmdfsig stetig, dann ist f in M stetig.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Es sei a € M.

g.z.z.. [ istin a stetig.

Wiéhlt man in der Definition der gleichméfligen Stetigkeit speziell y = a, dann erhalt
man: Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes z € M gilt:

Wenn |z —a| <d, so |f(z)— f(a)| <e. O

Bemerkung. An einem Beispiel zeigen wir, dafi die Umkehrung von Satz 6.16 im
allgemeinen falsch ist.

Dazu sei M = (0,1) C R und f(x):%, also f: (0,1) = R.

Offenbar ist f als rationale Funktion stetig in (0,1). f ist aber nicht gleichmé&Big
stetig in diesem Intervall. (vgl. Abb. 6.14)

Y
A
Abb. 6.14 Fiir das gleiche ¢ > 0
kann hier kein universelles 6 > 0
fla)+e . . .
gewihlt werden. Je ndher man sich
f(a) mit a dem Wert 0 nihert, desto
fla)—e —— 7: kleiner mufl die entsprechende 4-
| Umgebung genommen werden, da-
1 mit die J-Umgebung von a in die
3 e-Umgebung von f(a) abgebildet
Fo)+e ] . wird. § héngt sowohl von a als auch
f(b)”i”jL 7777777 I von € ab.
fb)—e ‘
@V g2 -
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Angenommen, f istin (0,1) gleichméBig stetig.

Speziell fiir € =1 gébe es dann ein § > 0, so daB fiir jedes z,y € (0,1) gilt:
Wenn |z —y| <9, so |[f(z)— f(y)| <e=1.

Wéahlt man z = 1 und y = L, dann ist
n 2n
i _1j_ 1
|z =yl = n 271’_2n<5

fiir hinreichend grofle n und

F@ =t = (L) = 1) = -2l =n>e=1. N!

Satz 6.17 Sei f: R" - R und M C D(f). 6/3/30
Ist f in M stetigund M beschrinkt und abgeschlossen, dann ist f in M gleichmdf$ig
stetig.

Beweis. Annahme: f istin M nicht gleichméfig stetig. 6/3/31

Dann gibt es ein € > 0, so daf3 fiir jedes § > 0 Elemente z,y € M existieren mit
7 —gl <6 und [f(z) - f(7)| > e
Wir wihlen jetzt 6 = & := % i=1,2,3,....

Fiir §; existieren dann Elemente z;,y; € M mit |z; — 3| < d; < % und
[f(:) = f(@:)] = e
Da M beschréinkt ist, ist auch die Folge (Z;) beschriankt. Folglich besitzt (Z;) einen
Haufungspunkt @ und eine gegen a konvergente Teilfolge ;..
Da M abgeschlossen ist, gilt (analog wie im Beweis von Satz 6.14) a € M. Damit ist f in
a definiert und stetig.
Fiir die Teilfolge (7;) von (7;) gilt:

i, —a|l < |9y, — i, | + |75, —a| = g, — a

N NI

— 0 — 0
Jj—o0 Jj—oo

Wegen z;;, - a und y; —a gilt:
f(zy;) — f(@) und  f(z;,) — f(a).
Also

1f(zi,) = f(@i)] < [f(z3) = f@)|+]f(a) = f(@,)] <e

>e¢ <

ln
[SI[0Y

falls 7 hinreichend grof§ ist. 'A/ ! a

Korollar. Ist f in [a,b] stetig, dann ist f in [a,b] gleichmdfig stetig. 6/3/32

Beweis. Da M := [a,b] beschrinkt und abgeschlossen ist, folgt die Behauptung sofort e/3/33
aus Satz 6.17. a
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Satz 6.18 Sei f: R" - R und M C D(f).
Existiert eine Konstante ¢ € R, so daf$ fir jedes x,y € M gilt:
If(z)— f(y)| <c-|z—1y|, dannist f in M gleichmiflig stetig.

Beweis. Sei 0.B.d.A. ¢>0 und |f(Z)— f(y)

| <
Weiterhin sei € > 0 beliebig. Wir wihlen § = <.

('3

Dann gilt fiir jedes z,5 € M mit |z —y| < =
f(@) - [l <c-lz—gl<c-d=c-
Folglich ist f in M gleichméaBig stetig.  ([J

O\mmwm

Definition. (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei f:RR"—= R und M CR".
f istin M Lipschitz-stetig

Df
gilt: [f(z) = f@)| < c- |z -yl

Satz 6.18 besagt also, dal aus der Lipschitz-Stetigkeit die gleichmé&Bige Stetigkeit folgt.

Korollar. Sei f: R— R.
Ist f in [a,b] Lipschitz-stetig, dann ist f in [a,b] gleichmdifig stetig.

Beweis. Trivial. Q

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 6.18 gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel: Sei f(z) =+/x und M =[0,1] C R.

Als Wurzelfunktion ist f in [a,b] stetig. Da [0,1] beschrdnkt und abgeschlossen ist,

ist f in [0,1] auch gleichméBig stetig.
Angenommen, f ist in [0,1] Lipschitz-stetig.

Dann gibt es ein ¢ > 0, so daB |[f(z) — f(y)| < ¢ |z —y| fir alle x,y € [0,1].

Insbesondere fiir y =0 und z € (0,1] beliebig gilt:

1f(x) = fy)| = Vr —V0|=vVz<c-|lr—0=c-um

Also /z < c-x und damit z < c?-2* = 1< -z fiiralle x € (0,1]. SchlieBlich

folgt c% <z firalle x € (0,1]. 'A/'

c-|z —g| fiir alle 7,9 € M.

= M C D(f) und es existiert eine Konstante ¢ € IR, so da8 fiir jedes z,y € R"

6/3/34

6/3/35

6/3/36

6/3/37

6/3/38

6/3/39

6/3/40

6/3/41

Bemerkung. Sei M C IR und f: M — R. Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f in 6/3/42

M erhdlt man fir z,y € M und x #y:
f(x) = fy)
r—y

<gc,
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d.h., der sog. Differenzenquotient, der uns noch in der Differentialrechnung begegnen

wird, ist in M durch ¢ beschrinkt.

Abb. 6.15 Der Anstieg der Sekan-
te zwischen den Punkten (0,0) und
(z, f(x)) mit > 0 ist gegeben
durch f(w) f(o). Fir f(z) = x
erhilt man daraus Y2 = \%
> 0,

Wenn z — 0 und =«
‘M‘:L_ 1

So ist

v T 7E offenbar

nicht beschrankt.

Bemerkung. Lipschitz-Stetigkeit =— gleichméfige Stetigkeit =— Stetigkeit.
Die Umkehrung gilt in all diesen Féllen nicht.

Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen f: R" — R.

Zunéchst fithren wir eine neue Bezeichnung ein: Eine in R™ abgeschlossene und be-
schrankte Menge nennen wir auch kompakt.

Wir werden den Kompaktheitsbegriff spéiter noch prézisieren und zeigen, dafl er in R"
genau mit der obigen Bezeichnung zusammenfillt.

In bogenzusammenhéngenden Mengen haben stetige Funktionen die Zwischen-
werteigenschaft.

Ist eine stetige Funktion f an einer Stelle a positiv bzw. negativ, dann gibt es
eine ganze Umgebung U(a), sodal f in U(a)ND(f) positiv bzw. negativ ist.
Ist M kompakt und f stetigin M, dann ist auch f(M) kompakt.

Stetige Funktionen besitzen in kompakten Mengen (# () ein Minimum und ein
Maximum.

Funktionen, die in kompakten Mengen stetig sind, sind dort auch gleichméfig
stetig.

Lipschitz-Stetigkeit = gleichméflige Stetigkeit = Stetigkeit.

Als wichtige Spezialfille treten die entsprechenden Korollare fiir Funktionen einer
Verénderlichen auf.
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Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir nur noch reellwertige Funktionen einer 6/3/45

reellen Veranderlichen.

Bei solchen Funktionen interessiert man sich haufig fiir das links- bzw. rechtsseitige

Verhalten der Funktion an einer bestimmten Stelle a € R.

Im folgenden seien stets f,g,h: R — R.

Die Abbildungen zeigen Beispiele fiir das Verhalten von f an einer Stelle.

| T
Abb. 6.16 a Abb. 6.16b Abb. 6.16¢
g(x), fiurz <a,

s@ = {00 s )= gt 40 1) = ey
Y Yy
‘ |

1 l "

a a

Abb. 6.16d
g(x), furz <a,
)= {2

1 .
—, firzx>a

Abb. 6.16e f ist an der Stel-
le a nicht definiert

Diese Beispiele geben Anlafl zu folgenden Definitionen.

Definition. (rechtsseitig bzw. linksseitig stetig)

Abb. 6.16f

b, firx=a

f ist an der Stelle a (oder kurz in a) rechtsseitig (bzw. linksseitig) stetig

= a € D(f) und fiir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes = € D(f)
mit x> a (bzw. z <a) gilt:
Wenn |z —a| <6, so |f(x)— f(a)] <e.

Analog 1483t sich die links- bzw. rechtsseitige Grenzwertbildung definieren.
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Definition. (rechtsseitiger bzw. linksseitiger Grenzwert) 6/3/48
Sei a ein Haufungspunkt von D,.(f,a):= D(f)N{zx: x > a}

bzw. von D;(f,a):=D(f)N{x: z <a}.

f besitzt an der Stelle a (oderin a) den rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert c

= Fiir jedes ¢ >0 gibt esein § > 0, so daB fiir jedes x € D,(f,a) bzw.

Df
fir jedes = € Dy(f,a) gilt:  Wenn |z —a| <0, so |f(z)—¢| <e.
Bez.: 21;1% f(z) = zh{naf(x) = zgg}rof(x) =c bzw.
im () = li () = lim f(z) =

Beispiel. 6/3/49

1, fir >0,
s (0 ={ <o

)
1
Abb. 6.17 T

An der Stelle a =0 ist f rechtsseitig, aber nicht linksseitig stetig.
Nach Definition ist f(0) = 1. Sei jetzt € > 0 beliebig und z.B. 0 = e.
Dann gilt:

Fiir jedes = € D,(f,0) (also = >0) mit der Eigenschaft |z — 0| < ist

fa)-fO)| =0<=.

=1 =1
Aber zB. fir e=1 und § > 0 beliebig gilt:
Wenn x € Di(f,0) (also 2 <0), soist |f(z)—f(0)]=|—-2|>c.
=21 =1

Andererseits besitzt f jedoch einen rechtsseitigen und einen linksseitigen Grenzwert: 1
bzw. —1, die voneinander verschieden sind, und auflerdem ist der linksseitige Grenzwert
von f an der Stelle 0 verschieden von dem Funktionswert f(0).

Satz 6.19 Sei a ein Haufungspunkt von D,.(f,a) bzw. von D(f,a). Dann gilt: 6/3/50
f st in a rechtsseitig bzw. linksseitig stetig <=

a € D(f) und [ besitzt in a den rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert f(a)

< a € D(f) und fir jede Folge (x,) mit x, € D(f) gilt:

Wenn x, \ya bzw. z, ~a, so f(z,) — f(a).
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Beweis. Die Beweise fiihrt man vollig analog wie die zu den Sétzen 5.2 und 5.3, wo 6/3/51
die Stetigkeit mit Hilfe des Grenzwertbegriffs charakterisiert wurde. Man schréinkt sich
hier lediglich auf die linksseitige bzw. rechtsseitige Umgebung des Punktes a ein. [

Satz 6.20 Sei a ein Haufungspunkt von D,(f,a) und von Di(f,a). Dann gilt: 6/3/52
[ besitzt in a einen Grenzwert (der Grifie c)

[ besitzt in a einen rechtsseitigen Grenzwert (:= ¢,) und einen linksseitigen

Grenzwert (:=¢;) und beide Werte sind gleich (¢, = ¢; = ¢).

Beweis. (—) f habein a den Grenzwert c. Dann gilt: 6/3/53
Fiir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes = € D(f) mit z # a gilt:
Wenn |z —a| <0, so |f(x) —c| <e.
Dies gilt insbesondere fiir alle * mit x € D,(f,a) C D(f) bzw. = € D)(f,a) C D(f).
Damit ist ¢ sowohl rechts- als auch linksseitiger Grenzwert von f in a.

(«—) f besitzein a einen rechtsseitigen Grenzwert ¢, und einen linksseitigen Grenz-
wert ¢ mit ¢, = ¢ :=c. Dann gilt:
Fiir jedes € > 0 gibt es ein 4, > 0, so daB fiir jedes = € D.(f,a):
Wenn |z —al| < 6,, so |f(x)—\c/| <e
=cp
und ein §; > 0, so daB fiir jedes = € D(f,a):
Wenn |z —a| < d;, so |f(:v)—\c/| < e.
=q

Fir 0 = min{d,,&} und fir jedes x € D,(f,a) U Di(f,a) gilt dann:
D(f)—{a}

Wenn |z —al <46, so |f(z)—c/<e. 1

Satz 6.21 Sei f in a definiert und a sei ein Hiufungspunkt von D,.(f,a) und von e/3/54
Di(f,a). Dann gilt:

f istin a stetig <= f besitzt in a einen rechtsseitigen und einen linksseitigen
Grenzwert und beide Werte sind gleich f(a).

Beweis. [ ist in a stetig <= 6/3/55
f besitzt in a den Grenzwert f(a) (vgl Satz5.2) <=
f besitzt in a den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert f(a) (vgl. Satz6.20). [

Korollar. Sei f in a definiert und sei a ein Haufungspunkt von D,(f,a) und von e/3/56
Di(f,a). Dann gilt:
f ustin a stetig <= f istin a linksseitig und rechisseitig stetig.
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Beweis. f ist in a stetig <= 6/3/57
f besitzt in a den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert f(a) <=
f istin a linksseitig und rechtsseitig stetig. (nach den Sitzen 6.21 und 6.19)  [J

Bemerkung. Fiir die verschiedenen ,, Typen“ von Grenzwerten sind insgesamt 15 Fille 6/3/58
moglich:

Fir = - a, * S a, x \(a, v — oo, © — —oo besitzt f einen Grenzwert c

bzw. den uneigentlichen Grenzwert oo bzw. —oo.

6.4 Klassifikation von Unstetigkeitsstellen

Definition. (hebbare Unstetigkeit) 6/4/0

Sei a ein Haufungspunkt von D(f) und f in a unstetig.
f besitzt in a eine hebbare Unstetigkeit

5 s existiert lim f(z).

Beispiele.
. (1, falls x #0,

1. Sei f(z)= {07 falls z = 0, 6/4/1/1
Dann besitzt f in a =0 eine hebbare Unstetigkeit. (vgl. Abb. 6.18a)

Yy Yy

A
1
-
! =7
Abb. 6.18a Abb. 6.18b

2

2. Sei f(z)= ‘% (f istin z =0 nicht definiert!) 6/4/1/2

Offenbar besitzt f in a =0 eine hebbare Unstetigkeit, und
@), i o £0,
g(x) =

glglg(l)f(a:), fir z =0,
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ist stetig in 0 (vgl. Abb. 6.18Db).

Definition. (Sprungstelle bzw. Sprung) 6/4/2

Sei a ein Haufungspunkt von D(f).

f besitzt in a einen Sprung (der Groe d > 0)

5; f besitzt in a einen rechtsseitigen Grenzwert c, und einen linksseitigen Grenz-
wert ¢ mit ¢, # ¢ (und d=|¢. — ¢).

a heiflt dann auch Sprungstelle.

1, fir x>0,
Ist z.B. f(z) = {_1’ fiir x <0,
Grofle 2. (vgl. Abb. 6.17)

dann besitzt f an der Stelle 0 einen Sprung der e/4/3

Definition. Sei a ein Haufungspunkt von D(f), und sei f in a unstetig. 6/4/4

(1) a ist Unstetigkeitsstelle erster Art
5; @ ist eine hebbare Unstetigkeitsstelle oder eine Sprungstelle.

a ist Unstetigkeitsstelle zweiter Ar
2 ist Unstetigkeitsstell iter Art
5 a ist nicht Unstetigkeitsstelle erster Art

(d.h., a ist Unendlichkeitsstelle oder rechtsseitiger bzw. linksseitiger Grenzwert existieren nicht).

Beispiele. 6/4/5
Die folgenden Abbildungen zeigen typische Beispiele fiir Unstetigkeitsstellen zweiter Art.

Y Y Y
‘ |
T |
\\ : x : I -
a a
Abb. 6.19a Abb. 6.19b Abb. 6.19¢
. 1 . _ 1 . 17 fir x € Q,
Sel fle) = 7 T Sel f(z) = g=ap- flw) = {o, fir 2 € R\ Q.
a ist Unstetigkeitsstelle a ist Unstetigkeitsstelle

Jedes a € R ist Unstetig-

zweiter Art. zweiter Art. keitsstelle zweiter Art.
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T
Abb. 6.19d Abb. 6.19¢
Sei f(z) =tanuz. Sei f(z) =sini.
An den Stellen a = 5 +nm, n € Z, An der Stelle a = 0 besitzt f eine Un-
besitzt f Unstetigkeiten zweiter Art. stetigkeit zweiter Art.
6.5 Einige wichtige Erginzungen
Bisher wurden vorwiegend Funktionen der Art

f:R=R, f:R" >R, f:R—R™ f:R"—R"

betrachtet, und gewisse Eigenschaften dieser Funktionen untersucht. Dabei traten immer
wieder anndhernd gleichlautende Definitionen und Séatze auf. Daher war es hilfreich,
den Begriff des metrischen Raumes einzufithren, um grundlegende analytische Begriffe
und Sétze nur einmal definieren bzw. beweisen zu miissen, um sie dann fiir die jeweils
betrachteten konkreten metrischen Rédume entsprechend interpretieren zu kénnen.

Weiterhin haben wir beschrinkte und abgeschlossene Teilmengen aus IR™ kompakt
genannt. Dieser Begriff soll jetzt fiir beliebige metrische Rdume neu definiert werden.
Anschlieffend wird gezeigt, dal nach dieser neuen Definition die kompakten Mengen in
R" genau die beschrankten und abgeschlossenen sind, so dafl nachtraglich die Bezeich-
nungsweise kompakt gerechtfertigt ist.

Definition. (Uberdeckung)

Essei (IM,p) ein metrischer Raum und M C IM.

Weiterhin sei U ein System von (offenen) Teilmengen von M (also U C Pot(IM) ).
(1) U ist eine (offene) Uberdeckung von M

5 Zujedem a € M existiert ein U €U, sodafl a € U.
(Die Mengen aus U iiberdecken die Menge M).
(2) U ist eine endliche Uberdeckung von M

= U ist eine Uberdeckung von M, und U enthilt nur endlich viele Mengen.
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Abb. 6.20
Die durch die dickere Strichstérke symboli-

sierte Menge sei M, die durch die diinnere
Strichstérke gekennzeichneten Mengen bil-
den dann eine Uberdeckung & von M. In
der Abbildung ist offensichtlich eine endli-
che Uberdeckung dargestellt.

Definition. (kompakt) 6/5/3
Es sei (M, ) ein metrischer Raum und M C M.

(1) M ist kompakt
5; Jede offene Uberdeckung von M enthilt eine endliche Teiliiberdeckung von
M (d.h.,ist U eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein endliches Teilsystem
Uy :={Uy,...,Un} CU, sodaB schon Uy die Menge M iiberdeckt).

IM, o) ist kompakt

M =M ist kompakt.

(2)

—~

=

Satz 6.22 (Uberdeckungssatz von Heine-Borel) 6/5/4
Es sei M C R". Ist M beschrinkt und abgeschlossen, und ist U eine offene Uber-
deckung von M, dann enthdlt U eine endliche Teiliberdeckung von M

(d.h., M ist kompakt im Sinne der obigen Definition).

Beweis. (mit Wﬁrfelschachtelung) 6/5/5
Nach Voraussetzung ist M beschrankt, folglich ist M in einem Wiirfel W, (mit
endlicher Kantenlinge) enthalten, also M C Wy und M = M N W,. Weiterhin ist U

eine offene Uberdeckung von M.

Annahme: Es gibt keine endliche Teiliiberdeckung von M N Wj.

Vollig analog wie im Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafl (Satz 6.4) wird W, in
k := 2" Teilwiirfel W{,...,W} durch Halbierung der Kantenléingen zerlegt. Folglich
ist

k k k

Wy = UVVOZ und MﬂWonﬂUWOi: U(MHWS)

i=1 i=1 i=1
Dann gibt es wenigstens einen Teilwiirfel W := Wy, sodal MNW; = M NW; durch
kein endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird. Induktiv schlieft man weiter. (Da der

Induktionsschritt vollig analog zum Anfangsschritt erfolgt, wird er hier weggelasen.)

Es entsteht eine Wiirfelschachtelung Wy 2 Wy 2D Wy O ..., so dal M N W, durch
kein endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird und die Kantenlénge des i-ten Wiirfels,

I(W;), durch {(W;) = 5 - [(Wp) gegeben ist.
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Analog wie im Beweis von Satz 6.4 schachtelt die konstruierte Wiirfelfolge einen Punkt
¢c€R ein, dh., ce (Wi
i=0

Offenbar ist jede der Mengen M N W; unendlich, da sonst M N W; schon durch ein
endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird.

Sei ¢ > 0. Wir betrachten U.(¢) und wihlen i so grof}, da W; C U.(¢) und damit
M N W; C U(¢). Dann liegen in jeder ’-Umgebung von ¢ unendlich viele Elemente
aus M. Folglich ist ¢ ein Hiufungspunkt von M. Da M abgeschlossen ist, gehort
¢ zu M. Folglich gibt es eine offene Menge U € U, so dafl ¢ € U. Mit ¢ gehort
noch eine ganze e-Umgebung zu U. Es existiert also ein ¢ > 0, so daB U.(¢) C U.
Wir wihlen i jetzt so groff, dal W; C U.(¢). Dann ist M NW; C U, folglich wird
M N'W; schon durch eine Menge U € U {iberdeckt. Dies ist ein Widerspruch dazu,
daB M N W, durch kein endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird. Damit ist die

obige Annahme falsch und der Satz bewiesen.  [J
Es gilt auch die Umkehrung des letzten Satzes. 6/5/6
Satz 6.23 FEs set M C R". 6/5/7

Ist M kompakt (im Sinne der Definition in metrischen Riumen), dann ist M beschrdnkt und
abgeschlossen (in R).

Beweis. Annahme: Es gilt nicht: M ist beschrinkt und abgeschlossen. 6/5/8
Dann ist M nicht beschrankt oder nicht abgeschlossen.

Fall 1. M ist nicht beschrankt.

Dann gibt es eine unbeschriankte Folge (z;) in M, so dal |Z;41| > |z;| + 1 fiir jedes .
Sei U :={U.(z): 7€ M}.

Offenbar ist U eine offene Uberdeckung von M. Es gibt aber kein endliches Teilsystem
Uy C U, durch das M iiberdeckt wird, denn jedes solche U, konnte z.B. hochstens

endlich viele der Folgeglieder iiberdecken, da diese zueinander einen Abstand der Grofie
wenigstens 1 haben. M !

Fall 2. M ist nicht abgeschlossen.

Dann gibt es einen Haufungspunkt a von M mit a & M.

Fiir jedes 7 € M ist somit Z # @, also |7 —al:=¢; > 0.

Folglich ist U :={Us(z) : 2 € M} eine offene Uberdeckung von M.

Behauptung: Kein endliches Teilsystem Uy C U iiberdeckt M.

Ist Uy ={U.(Z1),...,Ue, (Zm)} ein beliebiges endliches Teilsystem von U und
€= €y, dann sei € :=min{ey,...,e,} = min{@ ci=1,...,m}.

Folglich ist Us(a) N U, (Z;) =0 (vel. Abb. 6.21).

Da a ein Haufungspunkt von M ist, existiert ein g € M, so da} y € U.(a) und
gy & U, (z) fir i =1,...,m, daher wird § durch U, nicht tiberdeckt. Folglich gibt
es kein endliches Teilsystem Uy C U, welches M iiberdeckt. 'A/ ! O
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Aus den letzen beiden Sitzen ergibt sich trivialerweise das folgende Korollar, das héufig

Abb. 6.21 Offensichtlich ist
Uc(a) N U, (z;) = 0 fiir alle
z; € M. Die ¢;-Umgebungen
von T; haben einen Radius

von Fi=al

ebenfalls als Uberdeckungssatz von Heine-Borel bezeichnet wird.

Korollar. (Uberdeckungssatz von Heine-Borel)

Es sei M C IR™.

M st beschrdnkt und abgeschlossen <= M ist kompakt.

Aus dem Korollar zu Satz 3.9 folgt, daB jede Cauchyfolge in IR konvergiert, d.h., sie
besitzt dort einen Grenzwert. Das analoge Resultat gilt fiir Cauchyfolgen in R". In Q
konvergieren Cauchyfolgen i.a. nicht, z.B. ist (1 + %)" eine Cauchyfolge in Q, die in

Q aber keinen Grenzwert besitzt.

Es gibt also metrische Rédume, in denen Cauchyfolgen immer konvergieren und solche,

in denen das nicht der Fall ist. Dies gibt Anlafl zu der folgenden Definition.

Definition. (Volistindigkeit)

Ein metrischer Raum (M, p) ist vollstindig

= Jede Cauchyfolge aus (IM, o) konvergiert in (IM, o).

Hieraus ergibt sich sofort, dafl IR, R", C vollstdndige metrische Rdume sind und Q

unvollsténdig ist.
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Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 6

e Definiton: euklidischer Raum; 6/6/1
e Eigenschaften des Abstandes (Satz 6.2); 6/6/2
e Definitionen: metrischer Raum, e-Umgebung, Umgebung; 6/6/3

e Definitionen: Beschranktheit, Haufungspunkt, innerer Punkt, Randpunkt, isolier- 6/6/4

ter Punkt;
e Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 6.4); 6/6/5
e Definitionen: offene und abgeschlossene Menge; 6/6/6
e Eigenschaften solcher Mengen (Sitze 6.5 und 6.6); 6/6/7
e Definition: Konvergenz in metrischen Rdumen, insbesondere in R"; 6/6/8
e  Konvergenz in R" ist komponentenweise Konvergenz“ (Satz 6.7); 6/6/9
e Definition: Vektorfunktion; 6/6/10
e Operationen fiir Funktionen; 6/6/11
e  Stetigkeit von Vektorfunktionen ist komponentenweise Stetigkeit®; 6/6/12
e Definition: Grenzwerte; Beziehungen zwischen Grenzwert und Stetigkeit; 6/6/13

e Definitionen: Kurve, bogenzusammenhéngend, kompakte Menge, gleichméflige 6/6/14
Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit;

e Eigenschaften stetiger Funktionen (Uberblick); 6/6/15

e Beziehungen zwischen: Stetigkeit, gleichméfliger Stetigkeit und Lipschitz-Stetig- 6/6/16
keit;

e Definitionen: rechtsseitige und linksseitige Stetigkeit, rechtsseitiger und linkssei- 6/6/17
tiger Grenzwert; Beziehungen zwischen diesen Begriffen;

e Klassifikation von Unstetigkeitsstellen (Uberblick). 6/6/18
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