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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Der Begriff der Ableitung (oder des Differentialquotienten) ist aus geometrisch-physikalischen
Fragestellungen entstanden, insbesondere aus dem Tangentenproblem und dem Ge-
schwindigkeitsproblem.

Tangentenproblem

Gegeben ist eine ebene Kurve und ein Punkt auf dieser Kurve.
Gesucht ist die Gleichung der Tangente (falls existent) an der Kurve in diesem Punkt (vgl.
Abb. 7.1).

Abb. 7.1 Die Abbildung zeigt,
wie sich der Anstieg der Sekante
durch die Punkte Py = (a, f(a))
und P = (z, f(z)) fir 2 — a
verdndert.

Im Grenzfall erhélt man die Tan-

gente an der Kurve im Punkt Fj.

Im einfachsten Fall sei die Kurve mit Hilfe der Funktion y = f(x) gegeben. Dann ist
der Anstieg der Sekante durch die Punkte F,, P als Quotient
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definiert.

Wenn P — P, (dh. z — a), dann ,dreht* sich die Sekante und nimmt ,,im Grenzfall“
die Lage der ,, Tangente“ ein (falls die Eigenschaften der Funktion ,hinreichend gutartig“ sind).

Geschwindigkeitsproblem

Ein Massepunkt bewege sich (mit variabler Geschwindigkeit) entlang einer gegebenen Bahn.
Gesucht ist die ,,Augenblicksgeschwindigkeit® des Punktes zu einem bestimmten Zeit-
punkt .

Die Durchschnittsgeschwindigkeit v zwischen zwei Bahnpunkten berechnet sich als
Quotient der zuriickgelegten Strecke s und der dazu bendétigten Zeit t:
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t—t, At
wobei As die zuriickgelegte Strecke und At die gemessene Zeitdifferenz bedeuten.
Durch Verkleinerung der Mefstrecke ndhert man sich der sog. Augenblicksgeschwindig-
keit an, die fiir t — ty entsteht.
Mathematisch gesehen ergibt sich in beiden Fallen das gleiche Problem, ndmlich den
Grenzwert eines bestimmten Quotienten auszuwerten. Die Mathematik abstrahierte von
den konkreten Problemen und entwickelte hierzu eine leistungsfahige Theorie, die Dif-
ferentialrechnung.

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Funktionen f: R — R.
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