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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Satz 7.5 (Kettenregel) 7/1/23

Ist g in a und f in g(a) differenzierbar, dann ist fog in a differenzierbar, und
esist (fog)(a)= f'(g(a))-g'(a) (,duBere Ableitung mal innere Ableitung®).

Beweis. Essei b= g(a), dannist f nach Voraussetzungin b differenzierbar. Folglich 7/1/24

existiert lim Jy) =) = f'(b), und fiir y—b:=k ist ]1:12% flo+ klz — /() = f'(b).

y—b y—b

Wir definieren jetzt eine fiir den Beweis niitzliche Hilfsfunktion:

HOARIO) _ p(b), il k#£0
= k ’ ’
w(k) { 0, fir k=0.

Dann ist ¢ in k=0 stetig, denn ]lgiH(l) W(k) =0=1(0).
%
Damit gilt fiir alle k£ in einer Umgebung U(0):

fo+k) = f0) =k f(b)+ k- (k).
Weiterhin sei = :=a+h und ¢(h):= g(a+h)—g(a). Dann ist
und damit ist ¢ in 0 stetig. Folglich gilt

(fog)(x) = (fog)la) _ flg(x)) = flg(a)) _ flgla+h)) = f(g(a))

()

lim (k) = 0 = ¢(0),

T—a r—a h
fle(h) +g(a) = flo(@) . _ (.
. :

Ersetzt man in (x) k& durch ¢(h), dann erhdlt man

Fo+k) = FB) _ k- f(0)+ k- (k)

() =

2R o) + Ay on).

h h

Es ist
h a+h)—gla ,
sogl):g( 2 9(a) — g(a)

denn ¢ ist in a differenzierbar. Weiterhin sind ¢ und ¢ in 0 stetig, folglich gilt
lim 1 (0(h)) = ¥ (lim o (h)) = ¥(p(0)) = ¥(0) = 0.

h—0 h—0 ——
=0

Insgesamt erhélt man



. o(h)

}JE%)( h
——
—g'(a)
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