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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

Satz 7.11 (Satz von Taylor) 7/2/9

Sei I ein Intervall und a € I. Ist f in I (n+ 1)-mal differenzierbar, dann gibt es
fir jedes x € I ein 9 (=9(x)) mit 0 <9 <1, so daf

/a (”)a
f(x):f(@“‘fl(!)'(x—a)l-i-"'-#f ( )-(m—a)”—l—Rn(x), wobei

fr(a+d(z — a))
(n+1)!

Ry (x) = (x— ),

f(a)
T

T (x —a)" heiBt Taylorpolynom, wobei

(Rn(x) heifit Lagrange’sches Restglied, p(x) := Z
i=0

fO(2) := f(z), und f(z)=p(x)+ R,(z) heiBt Taylorsche Formel.)

Beweis. Wir betrachten die folgende Hilfsfunktion 7/2/10
"(a (n) a N
p@) = () = pla) = F@) = fla) = LD @ ) = - LD g

Offenbar ist ¢ in I (n+ 1)-mal differenzierbar, denn f hat diese Eigenschaft, und
p(z) ist ein Polynom.
Induktiv zeigt man leicht

pla)=¢'(a)=-=¢"(a) =0 und " V(z)= f+(z).
Der Anfangsschritt ¢(a) =0 ist trivial.
" (n)
¢@) = @) -0-ra) - L s - - - W et =

¢'(a) =0 usw.
Da Polynome n-ten Grades bei (n + 1)-maliger Differentiation zu null werden, erhélt
man

P () = [ ().
(x) sei eine weitere Hilfsfunktion mit

Y(@) = (z—a)" =

Y(a) = (a)=---=9™(a) =0 und ™D (z) = (n+1)!
fiir jedes x und

@) =n+1)-n---(n—i+1)-(x—a)" " #0
falls * #a und ¢=0,...,n.

Wir wenden den 2. Mittelwertsatz mehrmals an.
Fir z €1, v # a, und 0.B.d.A. a < x gilt dann



p(z) _ (@) —¢(a) - B
0@ " ) —wle) e @ =v@ =0
_ (1) .
— d/(xl) fiir ein T € (0,7 l’)

(denn ¢'(a) = ¢'(a) = 0)

¢" (z9) L
= flir ein x5 € (a,x
w//(xQ) 2 ( 1)
(n)
= i(n)gz% fur ein z, € (@, 7,-1)

= (denn ") (a) = (") (a) = 0)

(n+1)
_ 90—(‘”"“) fir ein 2,41 € (a,z,).

w(nJrl)(xn-i-l)
Hieraus erhélt man insgesamt
p(@) _ ¢ (2n40)
() P (2,40)
es gibt ein ¥ mit 0 < ¥ <1, sodaB z,.1 =a+ 9z —a).
Folglich ist

und a <z <, < - <r<r —

. go(”H)(an)
90<x> - w(n+1)($n+1) : 1/1(1’) (TL + 1);

und nach Definition gilt

— /) (a) (. —a)".

n!

p(x) = f(a) = fla) = > - (@ —a) — -+

Hieraus erhélt man sofort die Behauptung. a
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