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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.3 Anwendungen der Differentialrechnung;
Grenzwerte fiir Quotienten von Funktionen

Beispiel einer Kurvendiskussion. 7/3/43

Sei f(x) = _13:2.

Der Definitionsbereich ist R\ {—1,1}; Nullstellen sind nicht vorhanden.

(a). Monotonie
Wir bilden zunéchst

/ —2z 2z

fi(z) = _(1 —2?%)? = (1— 22
Fiir x = 41 sind die Ableitungen nicht definiert.
Ist = # +1, dann ist der Nenner von f’ positiv, und damit gilt:
Wenn z < —1, so f'(xr) <0 = f istin (—o0,—1) streng monoton fallend;
wenn —1 <z <0, so f'(xr) <0 == f istin (—1,0) streng monoton fallend;
wenn 0 <z <1, so f/(z) >0 = f istin (0,1) streng monoton wachsend;
wenn 1<z, so f/(z)>0 = f istin (1,00) streng monoton wachsend.

(b). Konvexitat
Wir bilden f”(x) und benutzen Satz 7.14 und das Korollar zu diesem Satz. Es ist

vy 21 —a?)? =22 2(1 —2?)(—22) 2+ 622
f(x) = (1— :)32)4 = (1 _{_— x2>3'

Der Zahler von f” ist stets positiv; der Nenner ist in (—1,1) negativ, sonst (auBer in
+1) positiv. Folglich gilt:

Wenn z < —1, so f’(x) <0 = f istin (—o0,—1) streng konvex von oben;
wenn —1 <z <1, so f’(x) >0 = f istin (—1,1) streng konvex von unten;
wenn 1 <z, so f’(z)<0 = f istin (1,00) streng konvex von oben.

(c). Lokale Extrema

Um die kritischen Stellen zu ermitteln, setzen wir zunéchst

N 2x _
f(x)—O—i(l_gEQ)2 = x=0.
Also hochstens an der Stelle z =0 besitzt f ein lokales Extremum.
Wir iiberpriifen jetzt die hinreichende Bedingung.

Esist f”(0) =2 >0, folglich besitzt f in = =0 ein lokales Minimum.
Der Extremwert selbst (also das lokale Minimum) ist f(0) = 1.



(d). Wendepunkte
Die Gleichung f”(z) =0 besitzt keine Losung, folglich hat f keinen Wendepunkt.

(e). Unendlichkeitsstellen

Hier kommen hochstens die Stellen 41 in Frage, da der Nenner von f an diesen
Stellen null wird. Es ist

lim f(z) =—oc0 und lim f(z) = oo,
lim f(z) =00 und lim f(z) = —occ.

(f). Verhalten im Unendlichen

:ch—golol—:[;Q:O und xgr—nool—lzzo
—— ——
<0 <0

Insgesamt haben wir iiber f folgende Informationen:
— Definitionsbereich: D(f) =R\ {-1,1},
— Nullstellen von f: keine,

— Monotoniebereiche:
In (—o0,—1) undin (—1,0) ist f streng monoton fallend,
in (0,1) undin (1,—o0) ist f streng monoton wachsend.
— Konvexititsbereiche:
In (—o0,—1) und in (1,00) ist f streng konvex von oben,
in (—1,1) ist f streng konvex von unten.

— lokale Extrema:
In 2 =0 besitzt f ein lokales Minimum der Gréfie f(0) = 1.

— Wendepunkte: f besitzt keine Wendepunkte.
— Unendlichkeitsstellen:

In —1 besitzt f den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert —oo bzw. oo,
in 1 besitzt f den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert oo bzw. —oo.

— Verhalten im Unendlichen:
Fiir x — 400 strebt f(z) von unten gegen null.

Aus diesen Informationen kann man den groben Verlauf der Funktion skizzieren.
(vgl. hierzu Abb. 7.14)
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Abb. 7.14 Die Abbildung zeigt die Funktion f(z)=
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