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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

Satz 8.2 Sei f:R" — R und ¢ € R".
Ist f in einer Umgebung U(c) definiert und nach allen Variablen partiell differenzier-
bar und sind alle partiellen Ableitungen in ¢ stetig, dann ist f in ¢ (total) differen-

zierbar, und fir jedes T € U(c) gilt f(z) = f(c) + En: %(E) (xi — ) + o).
i=1 9%

(D.h., die lineare Abbildung A : R™ — R, die aufgrund der Differenzierbarkeit existiert, ist gegeben

n

durch A = (a1,...,a,) = (%(6)""’(§x{L (E)) und A(z —¢) = Z 8f_ @) - (z; —¢).)

Beweis. Wir betrachten hier nur den Spezialfall n = 3. Dazu sei = = (z,y,2) und
¢ = (a,b,c) (den allgemeinen Fall beweist man analog).
Mit Hilfe des 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (leicht modifiziert) erhélt man

f(a_C)—f(E):f(x,y,z)—f(a,b,c) =
f(m,y,z)—f(a,y,z) + f(aay’z)_f(aab’z) + f(avb7z)_f<a’bac) =

of of

%(a—i—ﬁl(xfa),y,z) (r—a) + a—y(a,b—i—ﬁg(g{—a),z) (y—0) +
%(a, byc+J3(x —a)) - (z—c) = (nach dem 1. Mittelwertsatz)

Folglich ist

r(z)

|f — E’ T—e

Behauptung:
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Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen in ¢ stetig, folglich gibt es fiir jedes
e>0 ein 6 >0, so daB fiir jedes z mit |z —¢| <o gilt:

Of oy _ Of | _ £ . on Fall -
o (7) o (C)’ < 3 (im allgemeinen Fall ist der Betrag < =).

Die obige Abschatzung gilt auch entsprechend fiir die partiellen Ableitungen nach y
und nach z.

Offenbar gilt:
|z —¢l<d = |u—¢,...,|lw—¢ <o,

denn 0 < ; <1 fir alle 1.
Folglich ist erst recht

oy — 95| < €. S D .
ax(u) ax(c)’ <3 analog fir v und w.

Damit ergibt sich folgende Abschétzung:

r@) < | L@ - L@ fp—a + - + |ZL@) - L@ |2 ¢

<lz—g| <lz—g|

<

wlm

Also
|r(Z)]

|z —¢]

<e fir 0<|z—¢| <.

Hieraus folgt die Behauptung. d
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