Wolter/Dahn: Analysis Individuell 231

Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.2 Partielle Ableitungen und Differentiale h6herer Ordnung

Satz 8.9 (Satz von Schwarz) 8/2/2
Es sei f(z,y): R* = R und ¢ € R

Ist f in einer Umgebung U(c) definiert und existieren in U(c) die partiellen Ablei-
tungen fu, fy, fzy undist fy, in ¢ stetig, dann existiert auch f,, in ¢, und es ist

foy(€) = fya(0)-

(Unter den angegebenen Bedingungen sind die gemischten Ableitungen in ¢ gleich.)

Beweis. Essei ¢ = (a,b) und 7 = (z,y). 8/2/3
fy(l’, b) — fy(a’ b)
r—a
Nach Voraussetzung ist f in U(¢) partiell nach x differenzierbar. Folglich 148t sich
auf f (bei festgehaltenem y) der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung beziiglich =

anwenden. Damit erhdlt man fur alle (z,y) € U(¢) und x # a, y # b:

(fol,0) = fy(a,b))

Wir zeigen, dafl  f,.(a,b) = lim existiert und gleich f,,(a,b) ist.

r—a

= (L (fe) — f@) ~tm L () - fah)

r—a y—=b Y
=g(z,y) =g(a,y)

= ot lm o2y (g(ry) — g(a.v)

1 g9(z,y) —g(a,y)

= lim
y—by — b r—a
1 .
= glJlgll) - “ge(a+9(x —a),y) (1. Mittelwertsatz, y fest, 0 < ¢ < 1)

= fay(u,b). (fey existiert in U(€))

Da nach Voraussetzung fzy in ¢ stetig ist, existieren die folgenden Limites und es gilt:

(S, b) = fyl@,0)) = M fuy(u,) = fuya,b). 0

fye(a,b) = lim

r—a L — Q



