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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.4 Einige Klassen integrierbarer Funktionen

Satz 9.11 Ist f in I definiert und beschrdnkt und besitzt f in I hochstens endlich 9/4/2

wviele Unstetigkeitsstellen, dann ist f in I integrierbar.

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv iiber die Anzahl k£ der Unstetigkeitsstellen von
f in dem betrachteten Intervall.

Ist k=0, dannist f in [ stetig und damit nach Satz 9.10 integrierbar.

Fiir k£ gelte die Behauptung bereits.

Habe f jetzt k+ 1 Unstetigkeitsstellen in I.

Sei z( eine Unstetigkeitsstelle mit a < zg < b. (Fiir o = a oder zy = b vereinfacht
sich der Beweis, man fiithrt ihn aber analog.)

Wir wihlen o', 0 € I = [a,b], so dal o < xy < b und I' = [d/,b] keine weitere
Unstetigkeitsstelle von f enthélt. Nach Voraussetzung ist f in [ beschrénkt. Folglich
existiert eine Konstante ¢, so dafi |f(z)| < ¢, insbesondere gilt dann

sup f(x) — inf f(r) < 2.

zel’

Abb. 9.9 Wihlt man o', & hin-
| reichend dicht bei zy, dann wird
1 das durch [a’, '] x [h, H] bestimm-
3 te Rechteck , klein“, wobei

h:= inf f(z) und
z€[a’,b’]

H:= sup f(x).

z€a’,b’]

3 32

Es sei ¢ > 0. Wir suchen eine Zerlegung 3 von I, so daB S;(3) —S;(3) <e.

Dazu wahlen wir a’,b so dicht bei gy, dafl

g L€
b a<2c 3

Dann gilt

(b —d)- (Supf(ac) — inf f(x)) < —d)-2< %

zel’ zel’

Seien nun 3,3, Zerlegungen von [a,a’] bzw. von [0,b], so dafl

9/4/3



Si() = S;6) < &, fiw i=1,2

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es solche Zerlegungen, da f in [a,a’] undin [0/, D]
jeweils hochstens k& Unstetigkeitsstellen besitzt. Sei 3; = (ag, ..., an4+1) und

30 = (bo,...,bms1), dann ist offenbar 3 = (ag,...,an41,b0,...,bpme1) eine Zerlegung
von [ = [a,b], und es gilt

S1(3) = 8;6) = S(31) = Sy(1) + (¥ — a') - (sup f(x) = inf f(2)) + S(32) — 5430)

zel’ zel’

Folglich ist f in [ integrierbar. 3
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