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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.6 Volumen von Rotationskérpern

Beispiele.

(1). Ist f konstant, f =r, dann erhélt man mit dieser Formel den Rauminhalt eines 9/6/1/1
Kreiszylinders mit der Hohe b —a und dem Radius r.
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(2). Essei f(x) =+/x und I = [0,1]. Dann
Rotationskorpers gegeben durch
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Abb. 9.14a Die Abbildung zeigt die Funktion
f(z) = y/x inder (z,y)-Ebene, definiert im In-
tervall [0,1] bzw. die Rotationsfigur im R?, die
durch Rotation von f um die x-Achse entsteht.

Die z-Achse zeigt in Richtung des Betrachters.

(3). Esseijetzt [ =[1,2] und f, g seienin I definierte Funktionen, so dafl f(z) =x 9/6/1/3

und g(z) = 1.

—a) = r’*znh.

ist das Volumen des entsprechenden 9/6/1/2
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Abb. 9.14b Diese Abbildung zeigt
die gleiche Rotationsfigur wie auf
der linken Seite. Diesmal ist je-
doch der Rotationskérper rédumlich-

perspektivisch dargestellt.
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Abb. 9.15 Lafit man die starker
. g(@) umrandete Dreiecksfliche um die
i i x-Achse rotieren, dann entsteht als
| ! Rotationskorper ein ,Ring*.
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Wir lassen die durch f und ¢ bestimmte Fldche um die x-Achse rotieren und bestim-
men das Volumen des entsprechenden Rotationskorpers.
2 2 ,
V = ﬂ/(fQ(iL‘) —¢*(z))dz = 7T/(:L‘2 —1)dr = ﬂ(%x?’ —x)’l = 4%
1 1
Als Spezialfall erhélt man das Volumen eines Kegels mit der Hohe h und dem Radius

r. Hierfiir ist ndmlich f(z) = % -z und [ =1[0,h]. Also
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(4). Wir berechnen jetzt das Volumen eines Torus. 9/6/1/4

Abb. 9.16a Die von f und g einge- Abb. 9.16b Die obige Abbildung zeigt
schlossene Fliche erzeugt bei Rotation diesen Torus raumlich-perspektivisch
um die z-Achse einen Torus. im Raum IR3.
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Dazu betrachten wir die Gleichung (y—R)?*+x? = r? eines Kreises mit dem Mittelpunkt
(0, R) und dem Radius r. Lost man diese Gleichung nach y auf, dann erhilt man
zwei Funktionen f(z) = R+ vr?2 —2? und g¢(z) = R — v/r? — 22; den oberen und

unteren Kreisbogen des Kreises. Lafit man die Fliche des entsprechenden Kreises um
die x-Achse rotieren, dann erhélt man einen Torus. Dessen Volumen ist gegeben durch

V= [(2) - ¢*(@)) da.

Es gilt
fA(x) —g*(x) = R*4+2RVr2—a22+7r? — 2% — (R? —2RVr? — 22 + 1% — 2?)
= ARVrZ— 22,
und damit gilt

V= 47TR/ Ve — 22

Wir 16sen zunéchst das unbestimmte Integral, um eine Stammfunktion zu erhalten.

Es ist
/Mdm = 7’/“1— (%)de

= r/\/l—tQ-rdt; (fiir %:t)
= r2/\/1—sin22-coszdz; (fiir ¢ =sinz)

= rz/cos2zdz (%)

2 . 9 _ . :
= r (smzcosz—l—/ sin“z dz); (partielle Integration)

=1-cos? z

= 7r?(sinzcosz + z) — TQ/COSQZCZZ.

Aus (x) und der letzten Zeile folgt

2 2 o o2 5
2r Cos zdz—ismzcosz—l—Z—?smz 1 —sin“z + z.

Damit haben wir das unbestimmte Integral — allerdings beziiglich z — gel6st. Wir wollen
aber das bestimmte Integral beziiglich = in den Grenzen von —r bis r berechnen.
Dazu miifiten noch die Grenzen entsprechend der Substitutionen transformiert oder die
Substitutionen riickgéngig gemacht werden. Folgende Substitutionen wurden vorgenom-
men:
t =sinz = z =arcsint und % =t = 2= arcsin%.

Fir —r<ax<r gt —1< % <1 und schlielich —g < arcsin% < g
In den betrachteten Intervallen sind die Transformationen bijektiv, folglich ist
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r 2
/\/ r2 —a2de = L (sin(arcsin %) : \/1 - (Sin(arcsin %)) + arcsin %)

_ %2(% 1— (§)2 + arcsin —) .
— %2 ( arcsin 1 — arcsin(—1)>
- 5(3-¢3)
_ r’z
2

Das gleiche Ergebnis erhélt man, indem die Integrationsgrenzen entsprechend transfor-
miert werden:

T 2
/\/7“2—:L’2dx = %(sinzcosz—{—z)

Also
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