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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.8 Linge von Kurven

Es sei jetzt €= {f(t): a <t < b} eine stetig differenzierbare Kurve in R*. Insbeson-
dere ist f : [a,0] = R, f = (f1,...,fr) und f; : [a,b] = R stetig differenzierbar
fir jedes j=1,..., k. Weiterhin sei 3 = (ag,...,a,41) eine Zerlegung von [a,b], und
der Einfachheit halber sei u := a; und v := a;;1. Der Abstand zwischen den auf der
Kurve liegenden Punkten f(u) und f(v) betréigt

@)= f@)] = [(A@),. @) = (A, fulw))]
= |(A@) = AW, fulv) = filw))| = (*)

Nach Voraussetzung sind f1,. .., fr differenzierbar in [u,v]. Folglich gibt es nach dem
1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir jedes f; ein &; € [u,v], so daB

fi) = fi(u) = fi(&;)(v —u). (& hingt von [a;,a;41] = [u,v] und f; ab.)
Folglich ist

|f(v) = flu)] = (%) = ‘(f{(gﬂ) =) fLE) - (0 _u))‘
= ‘(f{(fu), . 7f/(§zk)> (v — u)‘

= S (BE) - -,

Also

‘f(aerl az | = \/Z f/ gz] (ai+1 - ai)'
Die Lange des einbeschriebenen Polygonzuges ist somit

n

Z(sz) = Z |f(ai+1) - f(ai)‘

=0

= Z \/z f/ 5@] (ai—i-l - ai)-

Die letzte Summe sieht einer Zwischensumme beziiglich der Funktion

g(t) = ' (O] = [(F()s . L) = Sy (1)

ahnlich. Offenbar ist fiir {'Z € la;,ai41], i1=1,....,n und 7= (&,...,&),
Zg 52 a'z—i-l - az)

Z \/Z f (Gz‘+1 — a;)

eine Zwischensumme. er werden jetzt zeigen, dafl sich [(Pj) und Sy(3,7) bei geeig-
neten Zerlegungen um beliebig wenig unterscheiden.
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