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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.8 Lange von Kurven

Satz 9.23 FEssei f:[a,b] = RF und €= {f(t):a <t <0b} ecine stetig 9/8/10
differenzierbare Kurve. Dann ist € rektifizierbar, und es gilt

ey = [ 11wl = [ s, (£0) a

Beweis. Wir zeigen zunichst, daf§ die Menge 9/8/11
M = {l(Pj): 3 Zerlegung von [a,b]}
nach oben beschrénkt ist (= es existiert sup M, und somit ist € rektifizierbar).

Angenommen, M ist nicht nach oben beschrénkt. Dann gibt es eine Folge (3,) von
Zerlegungen des Intervalls [a,b], so daBl die Folge (Z(PZ)V)) nicht nach oben beschrankt
ist. Sei 0.B.d.A. (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (durch entsprechende Verfeinerun-
gen ldBt sich dies immer erreichen; und aufgrund der Dreiecksungleichung wird bei einer verfeinerten
Zerlegung der einbeschriebene Polygonzug héchstens linger). Nach dem Lemma gilt dann fiir

g9(t) =11/ (®)].

lim (I(P; )—S,(3,,7) ) =0.

Jim (1(P5,) = Sy(6,,7) )
Wegen der Stetigkeit von g¢(t) = |f'(t)| in [a,b] ist |f'(t)| als reellwertige Funktion
einer reellen Verdnderlichen in [a,b] integrierbar. Folglich gilt nach Satz 9.9
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b
lim 8, = / /(1) dt = d € R.

Da 8, - d und (a, — (3,) eine Nullfolge ist, muff auch die Folge («,) gegen d
konvergieren. Dies fiihrt zum Widerspruch.

b
Folglich gilt c,, —I(¢), und damit ist [(£) = / f()]dt. T
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