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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

Die Differentialrechnung ist u.a. durch das Tangentenproblem und das Geschwindig-
keitsproblem motiviert. Dabei ist also eine Funktion f — etwa die Funktion des zuriick-
gelegten Weges eines sich bewegenden Massepunktes — gegeben, und die Ableitung f’
der Funktion f — also die Funktion der Geschwindigkeit des Punktes — ist gesucht.

In der Praxis entsteht oft die umgekehrte Fragestellung. Z.B. kann die Funktion der
Geschwindigkeit gegeben sein, und man sucht die Funktion des Weges. Also gegeben
ist eine Funktion f, gesucht ist eine differenzierbare Funktion F mit F’ = f. Dies
fithrt uns in gewisser Weise zur Umkehrung des Differenzierens, zum (unbestimmten)
Integrieren. Mit dieser Fragestellung verwandt, obwohl auf dem ersten Blick nicht zu
erkennen, ist das sog. Fldchenproblem:

Gegeben sei eine in einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] mit a < b definierte
und nicht negative Funktion f. Es erhebt sich die Frage, ob der ebenen Punktmenge

M={(z,y):a<x<b 0<y< fz)}
in ,,verniinftiger Weise“ ein Fldcheninhalt zugeschrieben werden kann und wie dieser
gegebenenfalls berechnet werden kénnte? (siehe auch Abb. 9.1 und 9.2)
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Abb. 9.1 Die schattierte Flidche symbo- Abb. 9.2 Sei f(z) = { é’ izﬁz i ;8’
lisiert den vermeintlichen Flécheninhalt LBt sich auch dieser PuI{ktmenge M )

der oben definierten Punktmenge M. ein Flicheninhalt zuordnen?

Diese Fragestellungen werden in den néchsten beiden Abschnitten behandelt. Wir be-
fassen uns zunédchst mit der , Umkehrung des Differenzierens®.

9.1 Das unbestimmte Integral

Im folgenden seien — wenn nichts anderes vereinbart wird — f, g, F, G reellwertige Funk-
tionen einer reellen Veranderlichen, und [ sei ein Intervall in IR.

Definition. (Stammfunktion)
Es seien f, F in einer Menge M C R definiert.
F' ist eine Stammfunktion von f in M

= I istin M differenzierbar, und es gilt F'(z) = f(x) fiir jedes x € M.
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Satz 9.1 Sind Fy und Fy Stammfunktionen von f in einem Intervall I, dann 9/1/2
unterscheiden sich F, und Fs hochstens um eine additive Konstante.
(D.h., es existiert ein ¢ € R, so da Fi(z) = Fa(x) + ¢ fiir jedes x € I).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt F] = f = F; in [. Folglichist F|—F) = (F1—F,)', 9/1/3
und nach dem Korollar zum ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist F; — F5
konstant. 3

Bemerkung. 9/1/4
(1) Ist F; eine Stammfunktion von f in I und ist Fy(z) = Fi(x) + ¢ fiir jedes
x € I, dann ist offenbar auch F; eine Stammfunktion von f in 1.

(2) Besitzt f iiberhaupt eine Stammfunktion in [ undist zg € I, dann gibt es genau
eine Stammfunktion F von f in I, sodafl F(zo) =0.

Abb. 9.3 Die Abbildung zeigt eine Schaar

von Funktionen, die sich von F' jeweils nur

um eine additive Konstante unterscheiden.
Ist F differenzierbar in I = [a,b] und
F’ = f, dann symbolisiert diese Schaar die

————

a
|

Menge aller Stammfunktionen von f in I,

unter denen es fiir zg € I genau eine gibt,

welche an der Stelle xy null wird.

Beweis zu (2). Ist Fy eine beliebige Stammfunktion von f und Fj(xg) := ¢, dann 9/1/5
ist auch F'(z) = Fi(z) — ¢ eine Stammfunktion, und es gilt F(z¢) = Fi(z9) — ¢ = 0.
Ist F* ebenfalls eine Stammfunktion von f mit F*(zp) = 0, dann unterscheiden

sich F* und F nur um eine additive Konstante, also F* — F = (. Folglich ist

F*(zg) — F(xg) =0=¢.
Fiir diese — durch xy € [ eindeutig bestimmte — Stammfunktion F benutzen wir
folgende Bezeichnungen:

Bez.: F(x) ::jf(t)dt ::/xf(a:)dx.

T

Aus drucktechnischen Griinden schreiben wir fiir / .-+ auch / e

0
zo

Offenbar gilt F'(z) = (/x f(x) dx)/ = f(x).
o
Definition. (unbestimmtes Integral) 9/1/6
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Die Menge aller Stammfunktionen von [ in einem Intervall I heifit unbestimmtes
Integral von f in [I.

Z.: /f(x)da:

Das unbestimmte Integral von einer Funktion — die eine Stammfunktion besitzt — ist also 9/1/7
eine ganze Klasse von Funktionen, die sich voneinander nur um eine additive Konstante
unterscheiden. Will man mit diesen Klassen ,,rechnen®, dann kann man dies reprasen-
tantenweise tun und jeweils entsprechende Konstanten addieren.

Zusammenstellung von Grundintegralen

" . :L‘n+1 /dl—
/x dm—n+1+c, nezZ\ {-1} x—ln|x|+c
/sinxdx:—cosx—i-c /exdx:ex—i-c
/cosxdx:sinx—i-c /amdx:a—x+c
Ina
dx =tanx + ¢ —arcsinz + ¢

cos ‘/1_:62

de dx 2
sng — ootr e m In(z + Va2 —1)+

%:arctanx—i-c \/1;27 =Injz+vVa2—1]+c¢, |z>1
Ji¥a=gmy, e k< 2 do = Inloa).

Diese Grundintegrale werden alle durch Differentiation bewiesen.

Beispiel. Es gilt /%dx =In|z| + ¢, wobei ¢ eine beliebige Konstante ist. 9/1/8
Es geniigt zu zeigen, dal F(z) = In|z| 4+ ¢ eine Stammfunktion von f(x) = % mit

x #0 ist.

Fir z <0 ist |z| = —z, also In|z| =In(—2z) und schlieBlich

(1) — _ 1l =1
F'(z) = (In(~) +¢) == (-1)= . |
Fir z >0 ist |z| =2 und damit F'(z) = (ln]:c\—i—c) :%.

Integration zusammengesetzter Funktionen 9/1/9

Aus den Differentiationsregeln gewinnt man entsprechende Regeln fiir das Integrieren.
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Satz 9.2 (Integration einer Summe) 9/1/10
Es seien a,b € R. Besitzen f und g Stammfunktionen in I, dann besitzt auch
a-f+0b-g eine Stammfunktion in I, und es gilt

/(a-f(a:)+b-g(x))dx:a-/f(:r)dx+b-/g(x)d:£.

Beweis. Sei xyp € [ und F,G seien die Stammfunktionen von f bzw. ¢, fiir die 9/1/11
F(z9) = G(zg) = 0, also F'(z) = f(z), G'(x) = g(z) und F(x) :/ f(x)dzr und
zo

G(z) = / g(x)dz. Dann ist offenbar a-F +b-G die Stammfunktion von a-f+b-g
zg

in I, welche an der Stelle xy Null wird. Also ist

/(a~f(x)+b~g(a;’))dx:a-F(:z:)+b'G(:c):a-/f(x)dx—l—b-/g(:c)dx. a

zo

Bemerkung. Hieraus folgt sofort /(—f(x)) dx = —/f(x) dx. 9/1/12

Die Produktregel fiir das Differenzieren liefert eine entsprechende Regel fiir das Integrie-
ren. Denn (uv)’ = u'v 4+ wv’, folglich ist wv eine Stammfunktion fiir w'v + uv'. Setzt
man u = f und v =g, dann motiviert dies den folgenden Satz.

Satz 9.3 (partielle Integration) 9/1/13
Es seien f und g in I definiert. Besitzt [ in I eine Stammfunktion F und ist

g in I differenzierbar und besitzt F-g' in I eine Stammfunktion, dann besitzt auch

f-g in I eme Stammfunktion, und es ist

[ H@g(@)de = Fa)g(a) — [ F(2)g'(x)do.

Beweis. Essei zg € I und 0.B.d.A. sei F die Stammfunktion von f in [, die an 9/1/14
der Stelle zy Null wird. Weiterhin sei

W) = F@)g(@) ~ [ F(a)g(x) do.

xo

Dann ist A als Differenz zweier differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar in
I, und es gilt

W(z)=F'(z) g(x) + F(2)g'(v) — F(2)g'(z) = f(z)g(z).

——

= f(@)
Folglich ist h die Stammfunktion von f-g in I, die an der Stelle xy Null wird.

Hieraus folgt die Behauptung. a

Bemerkung. Ersetzt man in Satz 9.3 f durch @' und damit F durch u, dann 9/1/15
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erhilt man /u’v dr = uv — /uv’ dz.

Beispiel. Essei f(z)=x-¢".

Wir versuchen, dieses Integral mit Hilfe der partiellen Integration zu berechnen.
Ansatz 1: «/(z) =2 und v(z) = €. Dannist u(z) = %xQ eine Stammfunktion von
x und o'(x) = e”. Folglich ist

2 2
/xexd:c:%-ex—/%-ezda;.

Das letzte Integral ist aber komplizierter als das Ausgangsintegral, demzufolge fiihrt
dieser Ansatz nicht zum Ziel.

Ansatz 2: u/(x) =e* und v(x) = x. Dann ist u(x) =e” eine Stammfunktion von e”
und v'(z) = 1. Folglich ist

/xexdx:xex—/1-exd:£:xex—ex+c:ex(x—1)+c.

Auch die Kettenregel fiir das Differenzieren liefert eine entsprechende Regel fiir das
/

Integrieren. Denn (u(v(m)) =u'(v(x))-v'(z), folglichist u(v(z)) eine Stammfunktion

von u'(v(z)) - v'(z). Setzt man « = f und v = g, dann motiviert dies folgenden

Satz.

Satz 9.4 (Substitutionsregel)

Sei g in dem Intervall 1 und f in dem Intervall J definiert, und es sei g(I) C J.
Besitzt f in J eine Stammfunktion und ist g in I differenzierbar, dann besitzt
f(g(x))-¢'(x) in I eine Stammfunktion, und es gilt

/f(g(x))g/(x) dr = /f(t) dt, wobei xg € I, t =g(x) und to= g(xo).

Beweis. Sei zg € I, tg = g(zp) und F die Stammfunktion von f in J, die in
to € J Null wird.
Es gilt also F'(ty) = F(g(zo)) =0 und

(Flo())) = Flg@) - o (2) = Flg(e) -9/ (0)

Folglich ist F'(g(x)) die Stammfunktion von f(g(x))-¢'(z), diein zy Null wird, denn
F(g(zo)) = F(to) = 0. Also ist

Flg(@) = [ f(9@)) - g (x) da.
>
und damit gilt auch

F(t) = [ () de = [ f(g(@)) - g(@)dz. 0
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Mit Hllfe einer Stammfunktion F' von f lafit sich sofort das unbestimmte Integral 9,/1/20
/f x)dr = F(g(x)) + ¢ angeben.

Beispiele.

1. Berechnung des unbestimmten Integrals / V1+ 22 xdr. 9/1/21/1
Es sei [ = (—00,00), und J = [0,00). Setzt man f(t) = vt und g(x) = 1+ 22,

dann ist ¢'(z) =2z und V14222 = %m 2x = f(g(x)) - g ().

Eine Stammfunktion von f(t) = V't ist durch %\/25_3 gegeben. Folglich ist

/\/1+x2-xdx:1

3 (14 22)3 +c.

/
2. Berechnung des unbestimmten Integrals /g((x) dr mit g(x)#0. 9/1/21/2
g(x
1 (

)
Setzt man f(t) = " und ¢t = g(z), dann ist gg/(::)) flg(x)) - g ().

In|t| ist eine Stammfunktion von f(t) = % Folglich ist

g ()

=In|g(z)| + c.

3. Berechnung des unbestimmten Integrals / dx. 9/1/21/3

1+e”
Wir versuchen dies wieder mit Hilfe der Substitutionsregel.

Hierzu setzen wir t = e®. Folglich ist dt _ e”. Rechnet man mit Differentialen, dann

dx
ergibt sich hieraus dxr = @ % Folglich ist

/1+w _/t1+t

Der Integrand wird mit Hilfe der Partialbruchzerlequng so umgeformt, dafi sich die re-
sultierenden Integrale leichter berechnen lassen. Hierzu machen wir folgenden Ansatz:
1 A B
=4 —
tt+1) ¢t t+1

wobei A und B Konstanten sind und die Gleichheit als Gleichheit von rationalen
Funktionen zu verstehen ist. Multipliziert man die Gleichung mit der Nennerfunktion
t(t+ 1), dann erhélt man die folgende Polynomgleichheit:

1=At+1)+Bt=(A+B)t+ A

Ein Koeffizientenvergleich der auf beiden Seiten der Gleichheit stehenden Polynome
liefert das Gleichungssystem
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A = 1
A+B = 0,
mit den Unbekannten A, B. Die Losung ergibt B = —A = —1. Damit erhélt man

1
/ dr — /1dt
1+e® t(1+1)

1

= [

= Inl|t|]—In|1+¢t+c

= Ine* —In(1+¢") +¢
= xz—In(l+¢€")+ec
1
4. Es soll nun / ——————dx berechnet werden. 9/1/21/4
x?(x2 4+ 1)
Wir versuchen dies erneut mit der Partialbruchzerlegung. Hierzu machen wir folgenden
Ansatz:

1 A B Czx+D
T R R
Multipliziert man diese Gleichung (Gleichheit von Funktionen) mit der Nennerfunktion
2%(z® + 1), dann entsteht eine Gleichung zwischen zwei Polynomen:
1 = A(@*+1)+ Ba(z*+1) + (Cx + D)2?
= A2’ + A+ Ba® + Br + C2® + Da?
= (B+0)2*+(A+ D)2 + Br + A.
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man hieraus sofort:
A=1,D=-A=-1, B=0,C=0.

Also
1 1 1
——dx = / —dr — / d
/x2(x2+1) v 22 241"
= —— —arctanz 4+ c.
x
5. Will man das unbestimmte Integral von 9/1/21/5

1
Jx) = (x —a)™(2? + bx + )"
fiir den Fall bestimmen, da8 2? +bx + ¢ keine reelle Nullstelle besitzt, dann macht man
bei der Partialbruchzerlegung folgenden Ansatz:

1 Al AQ Am

(x—a)m(:l:2+bx+c)”_x—a+(x—a)2+...+(x—a)m

Bl$+C1 BQ$+CQ L Bnl’—i‘Cn
2+br+c (22 +br+c)? (22 + bz + )"’
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6. Hat man eine beliebige rationale Funktion f(z) in der Form p@) gegeben, dann

q(z)

kann durch Polynomdivision immer erreicht werden, dafl

q(z)

pa) )

wobei der Grad von 7(z) kleiner ist als der Grad von ¢(x).

r(z)

Fiir die entsprechende Partialbruchzerlegung von —— macht man folgenden Ansatz:

g()

r(z)
(x —ay)™ - (z — ap)™(x? + bz +cp)™ - (22 + bz + ¢)™

A A A Am
11 +...+#+...+ k1 +...+#
T —ay (x —ap;)™ T — ay (x — a)™
By +Chy o Bip,x + Chip, o Bjx 4+ Cp o B,z + Cip,
2+ bz + ¢ (22 + b+ )™ 2+ b+ ¢ (22 + bz + ¢)™’

wobei ¢(x) schon als Produkt gegeben sei und die Faktoren x?+ b;z + ¢; keine reellen
Nullstellen besitzen sollen. Die Multiplikation der Gleichung mit ¢(x) liefert wieder eine
Polynomgleichung. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man ein lineares Gleichungssy-
stem, aus dem man die Koeffizienten A;;, B;;, Ci; berechnen kann. Mit dieser Methode
bleiben schliellich nur noch Integrale iiber Funkt10nen der Gestalt

1 Az + B
flz) = (x—afF und  g(z) = @+ br + o)

zu berechnen.

Bei der ersten Funktion substituiert man ¢ = x — a, und 16st auf diese Weise das
Integral.

Bei der zweiten Funktion ist 2?+bz+c = (z+2)*+c— (%)% Da 2?+bz+c keine reelle
Nullstelle besitzt, ist ¢ — (2)? > 0. Der Einfachhelt wegen setzen wir ¢ — (2)? 1= 2.
Substituiert man jetzt ¢ = x + g, so ist dxr = dt und 2® +bx +c = (z + 3)2 +r?=
2 4r?=r2((L)*+1).

Folglich erh&lt man

/ Az + B _/At+ (B—A- g) 1 At+C
(

dt = — | ————
%+ bx + ¢)! Tzz ) 72 ((1)2 + 1)
wobei C::B—A-g
Substituiert man erneut w := ﬁ, also t =r-u und dt =r-du, so ergibt sich

(*)zlzl/r(&éi%l')?-rdu— 5 2/Au+C) du, mit C* = -
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Es bleiben schliefllich nur noch die Integrale

u du
U g4 d / _au
/ @+ ey
zu berechnen.
Bei dem ersten Integral substituiert man v:=u?>+1 = dv = 2udu, also

U dv
/(u2+1)ldu_2 o

und dies ist ein Grundintegral.
Das zweite Integral ist fiir [ =1 ein Grundintegral; fiir [ > 1 fiihrt folgender Ansatz
schliefSlich zum Ziel:

du _ _a'u+b* /
sy Rl Al fros v

*

wobei a*, 0", ¢* zu bestimmende Konstanten sind. (Wenn dieser Ansatz gelingt, dann hat man
das Problem ,von [ > 1 auf [ —1 > 1“ reduziert. Wiederholte Anwendung dieses Verfahrens fiihrt

das Ausgangsintegral auf ein Grundintegral zuriick.)

Differenziert man die Gleichung (%*), dann erhélt man (analog wie bei der Partialbruchzerle-
gung) eine Gleichheit von rationalen Funktionen. Durch Koeffizientenvergleich entsteht
ein lineares Gleichungssystem, aus dem sich a*,b*,¢* bestimmen lassen.
Es ergibt sich:
x 1 x «_ 20—3
CEsr—ty V0 C=gy
(vgl. auch Literaturangabe [2], Band 3, Nr. 13, Seite 38)

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Wir wenden uns nun dem Fldchenproblem zu. Gegeben sei also ein abgeschlossenes
Intervall I = [a,b] mit a < b und eine in I definierte und beschrinkte Funktion f.
Im folgenden sei stets — falls nichts anderes vereinbart wird — I dieses Intervall und
f I — R. (vgl. auch Abb. 9.1)

Wenn f in [ nicht negativ ist und der Fldcheninhalt A der ebenen Punktmenge
M = {(z,y) a <z <b 0<y< f(x)} iberhaupt existiert, dann muf} folgende
Ungleichung gelten (siehe Abb. 9.4)

(b—a)-inf f(z) < A< (b—a)-sup f(a)

zel
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Abb. 9.4 Die Abbildung zeigt,

" daf} der vermeintliche Flidcheninhalt
/ f(z) A zwischen dem Flicheninhalt des

kleineren und des gréfleren Recht-

[ ecks liegen mufl. h und H bezeich-

nen das Infimum bzw. das Supre-

mum von f in [a,b].

Mit dieser Grundidee versuchen wir jetzt, den vermeintlichen , Flicheninhalt* néhe-
rungsweise zu berechnen (hierbei setzen wir die Definition des Flécheninhalts eines
Rechtecks als gegeben voraus.)

Zur Behandlung des Problems benotigen wir einige neue Begriffsbildungen: Zerlegung
eines Intervalls, Untersumme, Obersumme, Verfeinerung einer Zerlegung.

Definition. (Zerlegung) 9/2/1

3 ist eine Zerlequng (oder Partition) von [

= 3 ist eine endliche Folge (ao,...,an41) von reellen Zahlen ay,...,a,11, so dafl

a:=ayg<ay <---<apy1 =D>b.
Die Elemente aq,...,a,+1 heilen dann Unterteilungspunkte von 3, 9/2/2
I; := [a;, a;+1] bezeichne das i-te Teilintervall beziiglich 3, und
d(3) == max{a;+1 —a; : i = 0,...,n} heit Mazimaldistanz (oder Norm, Feinheitsmaf,...)
von 3.
Definition. (Untersumme, Obersumme) 9/2/3

Sei f in [ definiert und beschrénkt.
(1) S;(3) heit Untersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

5 Sp6) =D (a1 —a;)- inf f(z).

=0
(2) Sy(3) heiBt Obersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

= Sp(3) = (a1 — a;) - sup f(z).

i=0 z€el;
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9/2/4

Abb. 9.5 Mit Hilfe des i-ten Inter-

valls I; := [a;,a;41] werden zwei

Rechtecke definiert, deren Breite je-

weils a;41 — a; betrdgt und de-
ren Hohe durch h := II€1§ f(z) bzw.
H:= sup f(z) festgelegt ist. Die

.LE i
Summe der jeweils kleineren Recht-

ecke ergibt die Untersumme und die

der grofleren die Obersumme bei

a=ao ... ai  ait1 . b= ani1 der angegebenen Zerlegung.

Definition. ( Verfeinerung) 9/2/5

Es seien 3 und 3 Zerlegungen von I.
3’ ist eine Verfeinerung von 3

5 Alle Unterteilungspunkte von 3 sind auch Unterteilungspunkte von 3.

Satz 9.5 Essei [ in I =[a,b] definiert und beschrinkt und 3,3',31,3o seien belie- 9/2/6
bige Zerlegungen von I. Dann gilt:

(1) S;(3) < S¢(3)-

(2) (b—a)-inf f(z) <S(5) und S;(3) < (b—a)-sup f(z).

zel zel

(3) Ist 3 eine Verfeinerung von 3, dann gilt S;(3) < S;(3") < Ss(3') < Sy(3).

(4) Es st stets Sy(31) < Sf(39)-

Beweis. Essei 3 = (ag,...,a41)- 9/2/7
(1). Wegen a;y1 —a; >0 und in; f(z) <sup f(x) gilt
zel; .l’efi
S¢(3) = Y _(air1 —a)- Hellf < D (air1 —a;) -sup f(x) = S¢(3).
=0 i=0 z€l;

(2). Fir ¢=0,...,n ist offenbar I; C I und damit auch

inf f(x) < inf f() und sup f(x) = sup f(2)

zel IEGIZ'

Folglich ist
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— Yt —a) - inf f(£) = S,() < Sp(3) = D (aws —a;) - sup f(2)

=0 vl =0 z€l;

n

< > (ais1—a;) -sup f(z) = (b—a)-sup f(z).

i=0 zel zel

( ). Sei (af,...,al, ;) dieentsprechende Zerlegung von I;, die durch die Verfeinerung
3 von 3 erzeugt wird, und es sei Ij; = [a}, a’,,].

Analog wie im Beweis von (2) erhélt man:

(@jp1 — a;) - ;2; flz) < Z Ajp1 — ; 'xlenzi f(z) (%)
und
(001 = ai) -sup f(z) = 3 (a}y, = ai) - sup f(a). ()
xel; j=0 relij

Addiert man die Ungleichungen (%) bzw. (%%) beziiglich ¢, dann erhdlt man die
gewiinschte Behauptung.

(4). Essei 3’ eine gemeinsame Verfeinerung von 3, und 3., d.h., alle Unterteilungs-
punkte von 3; und von 3, sind auch Unterteilungspunkt von 3. Dann gilt

Sp(3) < 84(F) < Sr(3') < S5(3). _

Bemerkung. Nach (2) ist die Menge der Untersummen und die Menge der Obersum-
men stets beschrankt. Dies gibt Anlafl zu folgender Definition:

Definition. (Unterintegral, Oberintegral, Integral)

Es sei f in I definiert und beschrinkt.

Die obere Grenze (= Supremum) der Menge aller Untersummen heifit Unterintegral
von f in I, und die untere Grenze (= Infimum) der Menge aller Obersummen heifit
Oberintegral von [ in I.

b
Bez.: /f( )dz  bzw. /f )dz oder auch

—b

/f )dx bzw. /Gf(x)dx

Sind Unter- und Oberintegral von f in I gleich, dann heifit f in [ (bestimmdt)
integrierbar, und der gemeinsame Wert von Unter- und Oberintegral heiflt bestimmtes
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(Riemann-) Integral oder einfach bestimmtes Integral von f in I.

Z.: /f(x)dx oder auch /bf(x)d$

Definition. (Fldcheninhalt) 9/2/10

Sei f in [a,b] definiert, beschrinkt und nicht negativ.
Die (ebene) Punktmenge M := {(z,y) :a <2 <b und 0 <y < f(x)} besitzt einen
Flicheninhalt (der GroBe A)

b
= f istin [a,b] integrierbar (und / f(z)dz = A).

Bemerkung. Aus Satz 9.5 (4) folgt sofort, dafl / x)dr < / 9/2/11

Beispiel. Wir diskutieren jetzt ein Beispiel dafiir, dafl das Unterintegral kleiner ist als 9/2/12
das Oberintegral.

Dazusei I=1[0,1 und f(z)= {2, falls = rational,

1, falls z irrational.
Dann gilt fiir jede Zerlegung 3 von [ und jedes Teilintervall I; = [a;, ;1] C I:

inf f(xr) =1 und sup f(z) =

zel; zel;
Folglich ist

S¢(3) = Z(aiJrl — a;) ;Iellf f(x) = Z Qip1 — = apt1 —ap =1
‘ : 0

——— 1=
=1
und

Si(3) =D (i1 —a;) -sup f(z) =2+ (a1 —a;) = 2.
=0

i=0 zel;
——
=2

Fiir eine beliebige Zerlegung 3 von I ist also stets S;(3) =1 <2 = S;(3).
Folglich ist auch

/lf(x)d$:1<2:/1f(x)dx

Damit ist die Funktion f in I nicht integrierbar, und die entsprechende Punktmenge
M Dbesitzt keinen Flécheninhalt. (siehe auch Abb. 9.6)
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Abb. 9.6 Die Abbildung zeigt (symbo-
lisch) die in der obigen Bemerkung definier-
te Funktion f mit I = [0,1] und z € I.
T oo Der dort betrachteten ebenen Punktmenge
M={(zy):0<z<1 0<y< f(a)}
ist kein Fldcheninhalt zugeordnet.

Satz 9.6 Ist f in I =[a,b] definiert und beschrinkt, dann gibt es fir jedes ¢ > 0 9/2/13
ein 0 >0, so dafs fir jede Zerlequng 3 von I mit d(3) <o gilt:

1) Og/f(x)dm—ﬁf(3)<5 und
(2) 0<35;() /f )dr < e.

Beweis. (1). Essei ¢ > 0. Nach Definition des Unterintegrals existiert eine Zerlegung 9/2/14
3 = (agp,...,any1) von I, sodafl

\)

0< [ f@)de—S,() < 5.

Da f in I beschrénkt ist, gibt es ein ¢ € R, so da |f(z)| < ¢ firalle z € I.
Es sei

et / £
d := min {d(3 ), e 1) 1)}
und 3 eine beliebige Zerlegung von [ mit d(3) < 0. Wir zeigen:
b

Es sei 3" eine gemeinsame Verfeinerung von 3 und 3'. Dannist 0 < S,(3') < S;(3"),
also gilt

l\?\m

/b x)dr — S;(3") <
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Es geniigt zu zeigen, daf3

54" = 5;() <

Wegen d(3) < d < d(3') enthélt jedes Intervall von 3 hochstens einen Zerlegungspunkt
von 3’ als inneren Punkt. Die durch 3 entstehenden Intervalle werden in zwei Klassen
zerlegt:

[\D\(‘f)

M := Intervalle von 3, die kein a; von 3’ als inneren Punkt enthalten,
My := Intervalle von 3, die ein a; von 3 als inneren Punkt enthalten.
Mit der Zerlegung 3” erhilt man die folgenden beiden Intervallmengen:
M := Intervalle von 3", die schon zu M; gehéren,

M| := Intervalle von 3", die nicht zu M; gehoren.

In der Differenz S;(3") — S;(3) liefern die Intervalle aus Ay (diese gehoren auch zu M{')
keinen Beitrag (die entsprechenden Summanden heben sich gegenseitig auf). Es bleiben noch die
Summanden zu beriicksichtigen, die durch die Intervalle aus M, bzw. M entstehen.
M, enthélt hochstens (n + 1) Intervalle und M) hochstens 2(n + 1).
Wegen ‘(c —d)- ir[1fd] f(:z:)‘ < d-¢, falls |c—d| <0, erhélt man

z€[c,

1S4(5") = S5(6)] < 3(n+1)e-d < 5.
(2) zeigt man analog. O
Definition. (ausgezeichnete Zerlegungsfolge) 9/2/15

Es sei (3,)v—012.. eine Folge von Zerlegungen des Intervalls I.
(3,) heifit ausgezeichnete Zerlegungsfolge von I
= lim d(3,) = 0.

Df v—00

Satz 9.7 Sei f in I ={a,b] definiert und beschrinkt und (3,) eine ausgezeichnete 9/2/16
Zerlegungsfolge von I. Dann gilt:

V—00

(1) lim S¢(3, /b

(2) lim S¢(3, /f

V—00

(3) Ist f in I integrierbar, dann sind die Limites in (1) und (2) gleich /f
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Beweis. (1). Esist zu zeigen: Wenn e > 0, dann existiert ein 1y, so daB fir jedes 9/2/17
v >y gilt:

v)de — S,(3,)| < ¢

Nach Satz 9.6 existiert fir € > 0 ein 6 > 0, so da8 ‘/ r)dr — S;(3,)| < e, falls

d(3,) < 6. Nach Voraussetzung ist (d(3,)) eine Nullfolge, folglich existiert ein vg, so
dafl d(3,) < ¢ firalle v > 1. Damit leistet vy fiir die Behauptung (1) das Verlangte.
(2) beweist man analog.

(3) ist eine triviale Folgerung aus (1) und (2). @

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Der Umgang mit der Definition der Integrierbarkeit ist ein wenig schwerfillig. Daher 9/3/0
wére es sehr hilfreich, ein gut anwendbares Integrierbarkeitskriterium zu haben. Ein
solches Kriterium ist mit dem folgenden Satz gegeben.

Satz 9.8 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium) 9/3/1

Sei f in I =la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt: f st in I integrierbar gdw
fiir jedes € >0 eine Zerlegung 3 von I existiert, so dafs S;(3) —S;(3) <e

b —b
Beweis. (—>) Sei f in [ integrierbar, also / flz)dx = / f(x)dx. 9/3/2

Sei £ > 0. Nach Satz 9.6 existiert ein § > 0, so daB fiir jedes 3 mit d(3) <4 gilt:

b b
/ r)dr — S;(3) < und gf(g)—/f(x)dx< %

w\m

Addiert man die beiden Ungleichungen, dann erhilt man:

f(a)dz - S,(5) + Sy(3) /f )di < e.

Q‘\@

Da nach Voraussetzung Unter- und Oberintegral {ibereinstimmen, ergibt sich
Sy(3) —S;(3) < e sogar fiir jede Zerlegung 3 mit d(3) < 0.

(¢—) Annahme: f istin [ nicht integrierbar. Also

O</bf(x)dx—/bf(x)da: =

Nach Voraussetzung existiert fiir dieses € > 0 eine Zerlegung 3 von I, so dafl

S¢(3) — S;(3) < e. Folglich ist
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9/3/3
Y
|
3 i i Abb. 9.7 Die Summe der Fliachenin-
! | ‘ halte der “durchgezogenen“ Recht-
l w w ~_ l
| : : : : | ecke gibt die Differenz zwischen
} | | | | | Ober- und Untersumme von f bei
| 1 1 1 1 | der betrachteten Zerlegung an.
HER N SR
a=ag a; Qit1 b=ant1
Definition. (Zwischensumme) 9/3/4
Es sei f in [ definiert, 3 = (ag,...,a,41) eine Zerlegung von I, und fir jedes
i=1,...,n sei & € [a;,ait1]-
Dann nennt man 7 = (&, ...,&,) ein Zwischenstellensystem bei der Zerlegung 3, und
n

Sr(G,7) = (ais1 — a;) - f(§) heift Zwischensumme von f bei der Zerlegung 3 und

=0
dem Zwischenstellensystem 7.

Bemerkung. Ist f in [ definiert und beschrinkt, dann gilt fiir £ € [a;, a;01] == I; 9/3/5

stets 12; f(x) < f(€) <sup f(x) und somit auch
el z€el;

Sy(3) < Sf(3,7) < S5(3)-
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| Abb. 9.8 Die Summe der Fliachen-

inhalte der hervorgehobenen Recht-

ecke bildet die Zwischensumme von

fl)p-—-—-—t-+-4---+- ‘ f bei der angegebenen Zerlegung
3 und dem Zwischenstellensystem
= (&,...,&n). Die Abbildung

zeigt auch, daf} die Zwischensumme

zwischen der Unter- und der Ober-

summe liegt.

ao o a1 ... a; & air1 ... an Enantl

Satz 9.9 FEssei [ in I =la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt: 9/3/6
f st in I integrierbar gdw fir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge (3,) wund jede
Folge (7,) wvon zugehirigen Zwischenstellensystemen T, gilt:

Es existiert lim St(3,,7) (und der Limes ist gleich dem Integral /f(x) dx.)

—b
Beweis. (—) Nach Voraussetzung ist / x)dr = / f(z)dx. 9/3/7

Fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3,) gilt nach Satz 9.7:

Jim (6, /f dw—/f

und

lim S¢(3,) = /f d:v—/f

Ist (7,) einezu (3,) gehorende Folge von Zwischenstellensystemen, dann ist nach der
obigen Bemerkung stets S;(3) < Sy(3,7) < Sy(3). Hieraus folgt sofort die Behauptung.

(«+—) Angenommen, f ist unter der gemachten Voraussetzung nicht integrierbar, also

/b fa)de# [ f(o)do

Sei (3,) eine beliebige ausgezeichnete Zerlegungfolge von I, dann konvergiert S¢(3,,7,)
fiir jedes zugehorige Zwischenstellensystem (7). Wir konstruieren jetzt ein Zwischen-
stellensystem, so dafl die entsprechende Folge der Zwischensummen nicht konvergiert,
und dies liefert uns den gewiinschten Widerspruch.

292



Es sei 3, = (ag,...,a) 1), v>0 und I, = [a},a},].

Offenbar lassen sich 16111f () und sup f(z) beliebig gut durch Funktionswerte f(&/)
r&liv x€l;,

annahern. Fiir jedes v konstruieren wir ein 7, wie folgt:

1

Ist v gerade, dann wihlt man & € I;, so, daB  f(&) — mlenlfy flz) < ol —a)’ und

ist v ungerade, dann wahlt man &’ € I;, so, daB sup f(z) — f(&) < 1
z€l;, nl/(b - a’)

Auf diese Weise erhélt man fiir jedes v ein Zwischenstellensystem 7, = (§f,...,&) ).

Fiir gerade v gilt dann

iz

0.< Sy(3,,m) = Sy(3) = D(afyy — ) (S(&) — inf f(x))
i=0 v
< mpl—a)
S v L1
< ;(aiﬂ — a;) b—a)

=b—a

Analog erhélt man 0 < S;(3,) — S;(3,,7) < ni fiir ungerade v.

14

Nach Voraussetzung existiert lim (St(3,, 7)) =c.

Dann konvergiert auch jede Teilfolge von (Sf(3,,7,)) gegen ¢, insbesondere konvergie-
ren die Teilfolgen mit den geraden bzw. mit den ungeraden Indizes gegen c. Wir haben
also insgesamt

lim (Sf(gmn)) —ﬁf(gy)> = lim L =0 fiir gerade v und

vV—r00 V—00 ny
lim (§f(3 ) =S¢5, T )) = lim - =0 fir ungerade v
V=00 v vy V=00 M, ’

und somit gilt

lim S;(3,) = Jim S¢(3,,7,) = ¢ fiir gerade v und

v—00

lim Sy(3,) = lim S¢(3,,7,) = ¢ fiir ungerade v.

Schliefllich erhalt man mit Hilfe von Satz 9.7:

f(z)dr = lim S;(3,) = c fiir gerade v und

V—00

D‘\@

b
f(z)dx = lim S;(3,) = ¢ fiir ungerade v.
vV—00 v
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Das widerspricht der Annahme. Folglich ist f in [ integrierbar. ([J

Bemerkung. Nach dem Satz 9.9 kann man das Riemann-Integral auch als Limes einer 9/3/8
Folge von Zwischensummen definieren.

9.4 Einige Klassen integrierbarer Funktionen

Satz 9.10 Ist f in [ stetig, dann ist f in I integrierbar. 9/4/0

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Riemann-Kriteriums. 9/4/1
Nach Voraussetzung ist f stetig in I, folglich ist f dort auch gleichméfig stetig.

Sei e > 0. Wir suchen eine Zerlegung 3 von I, so daB S;(3) —S;(3) <e.

Sei jetzt & > 0 beliebig, aber

3

/
O<e<y=

Zu diesem ¢’ > 0 existiert auf Grund der gleichméfliigen Stetigkeit von f in [ ein
0" >0, so daB fiir jedes x1,x9 € I gilt:

Wenn |27 — x| < &', so |f(xy) — f(z2)| < €.
Sei jetzt 3 = (ao,...,an+1) eine Zerlegung von I, so daB d(3) < ¢’. Dann gilt:

n

S56) =S40 = 3 (@n —a) (s f(a) — inf f(2) )
=0 By xel; i

IA
7
3
+

—

I
8
-~

m\

Folglich ist f in I integrierbar. a

Satz 9.11 Ist f in [ definiert und beschrdnkt und besitzt f in I hdochstens endlich 9/4/2
viele Unstetigkeitsstellen, dann ist f in I integrierbar.

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv {iber die Anzahl k der Unstetigkeitsstellen von 9/4/3
f in dem betrachteten Intervall.

Ist k=0, dannist f in [ stetig und damit nach Satz 9.10 integrierbar.

Fiir k gelte die Behauptung bereits.
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Habe f jetzt k+ 1 Unstetigkeitsstellen in I.

Sei z( eine Unstetigkeitsstelle mit a < zg < b. (Fiir o = a oder zy =b vereinfacht
sich der Beweis, man fiithrt ihn aber analog.)

Wir wihlen o' ,0 € I = [a,b], so dal o < xy < b und I' = [d/,b] keine weitere
Unstetigkeitsstelle von f enthélt. Nach Voraussetzung ist f in [ beschrénkt. Folglich
existiert eine Konstante ¢, so daf§ |f(z)| < ¢, insbesondere gilt dann

sup f(z) — inf f(z) < 2c.
zel’ zel’

Abb. 9.9 Wihlt man o, b’ hin-
reichend dicht bei zy, dann wird
das durch [d’,b] x [k, H] bestimm-
te Rechteck , klein“, wobei

h:= inf f(z) und
z€[a’,b’]

H:= sup f(x).
x€la’,b’]

= T

Es sei € > 0. Wir suchen eine Zerlegung 3 von I, so daB S;(3) —S;(3) <e.
Dazu wahlen wir a',b" so dicht bei gy, dafl

_ g L€
b a<20 3

Dann gilt
(b —d)- (sup f(z) — inf f(x)) <@ —-d)-2e< %

zel’ zel’
Seien nun 3,3, Zerlegungen von [a,a’] bzw. von [0,b], so dafl

1) = Spai) < 5, fir i=1,2.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es solche Zerlegungen, da f in [a,a’] undin [0, D]
jeweils hochstens k& Unstetigkeitsstellen besitzt. Sei 3; = (ag, ..., an+1) und

30 = (bo,...,bmy1), dann ist offenbar 3 = (ag,...,an41,b0,...,bpe1) eine Zerlegung
von [ =[a,b], und es gilt

S5(3) = S56) = 5561) = S;(31) + (V' — @) - (sup f() — inf £(2)) +F(30) — S5(52)

zel! zel’

Folglich ist f in [ integrierbar. a
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Satz 9.12 Ist f in I definiert und monoton, dann ist f in I integrierbar. 9/4/4

Beweis. (mit Hilfe des Riemann-Kriteriums) Sei € > 0. Wir beweisen den Satz fiir mo- 9/4/5
noton wachsendes f, fiir monoton fallende Funktionen erfolgt der Beweis analog.

Essei 3= (ag,...,a,41) mit a; = b*‘i -1. Dann ist offenbar a;; 1 —a; = z;;{ Die
Teilintervalle I; = [a;,a;41] sind also alle gleich lang. Da  f monoton wichst, ist

;glf f(z) = f(a;) und sup f(z) = flai1).

z€l;

Folglich gilt
516) = 8,6) = X (asn — a)-(sup fl@) ~ inf f(a) )

Z:O\_v_./ z€l; z€el
b—a —_—
o = f(aiy1) =/(a:)
b— n
= n+1 Z( az—i—l (Cli))

= boe (f(anm - f(ao))
(b= (/) ~ f(a)

n+1
< ¢, falls n hinreichend grof§ gewéhlt wird.

Damit ist gezeigt, dal f in I integrierbar ist. a

Beispiele.

1. Mit dem letzten Satz lassen sich Beispiele fiir Funktionen angeben, die in einem 9/4/6/1
Intervall sogar unendlich viele Unstetigkeitsstellen besitzen und trotzdem integrierbar
sind (vgl. Abb. 9.10).

Y
1
2
Abb. 9.10 Die Abbildung zeigt
— eine monoton fallende ,, Treppen-
1l T funktion®, wie sie in der Bemer-
kung betrachtet wird.
-
1
Sei [ =[0,1], (c,) eine streng monoton wachsende Folge mit ¢y = 0 und ¢, — 1
(zB. ¢, =), und f(x) sei wie folgt definiert:
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_[2—¢,, fir ¢, <z<cChna
flw) = { 1, fir z=1.

f ist offenbar in jedem Punkt ¢, unstetig, aber in I monoton fallend und daher

integrierbar.

2. (vgl. dazu Literaturangabe [3], Bd. II, Nr 300, Beispiele und Ergéinzungen.) 9/4/6/2
1

Sei f(x)= { ﬁ”

Wir betrachten f in dem Intervall I = [0, 1].

Dann ist f in allen irrationalen Punkten aus [ stetig und in allen rationalen unstetig
(vgl. Aufgabe 6, Kapitel 5). Folglich liegen die Unstetigkeitsstellen dicht in dem Intervall.
Trotzdem ist die Funktion in I integrierbar.

falls ==, m,n €N und n,m teilerfremd,

falls x irrational.

Wir wenden uns nun der bestimmten Integration zusammengesetzter Funktionen zu. 9/4/7

Satz 9.13 Seien f und g in I integrierbar. Dann gilt: 9/4/8
b
(1) Ist h(z) =c firalle x €1, so ist /h(x) dx = c(b—a).

(2) Sind ¢1,c0 € R, soist ¢1- f+cy-g in I integrierbar, und es ist
b

/(cl-f(x) —|—02~g(x)) dr = cl/bf(x) d:c—l—cz/bg(x) dr.

a

(3) f-g istin I integrierbar.

(4) Ist g(x) #0 fir alle v € I und ist é beschrinkt in I, dann ist % in I

integrierbar.

(Zusammen mit (3) erhédlt man sofort die Integrierbarkeit von f - % = é in T).

(5) |f| istin I integrierbar, und es ist

[ o] < [ oo

Beweis. (1) und (2) beweist man sehr leicht mit Hilfe von Satz 9.9 unter Benutzung 9/4/9
von Zwischensummen und entsprechenden Grenzwertbetrachtungen.

(3). (Beweis mit Hilfe des Riemann-Kriteriums)
Wir betrachten den Fall: f(z), g(x) >0 in [.
Hierauf lassen sich die restlichen Félle zuriickfithren. Denn nach Voraussetzung sind
f und g in I beschrankt, folglich gibt es eine Konstante d, so dafl
filz) = f(z)+d>0 und ¢ :=g(x)+d>0 in I.
Wenn die Behauptung fiir nicht-negative Funktionen schon gilt, dann ist f;-¢; in [
integrierbar, und es ist
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firgo=(f+d)-(g+d)=f-g+d (f+g)+&,
und damit ist
frg=h-g—d-(f+g)+d
Nach (1) und (2) ist f-g dannin I fiir beliebige f, g integrierbar.

Wir beweisen jetzt die Behauptung fiir nicht-negative Funktionen. Es sei ¢ > 0.
Gesucht ist eine Zerlegung 3 = (ag, - .., ant1), so daB Spg(3) —S;,() <e.

Fiir eine beliebige Zerlegung 3 mit I; = [a;, a;41] gilt:
S1g(3) = Spy(6) = D (@i — ai) - (sup (f() - g(x)) — inf (f(2)-g(x)) ).

i=0 z€el; xzel;

Wegen f(z), g(z) >0 ist

sup (f(x) - g(x)) < sup f(x) - sup g(x)

z€el; zel; zel;
—_———— N——
=Hpy; = Hgy;
und
inf (f(z)-g(x)) > inf f(z)- inf g(z).
—_———— N——
:hfl Z:hgi

Da f, g in I beschrinkt sind, existiert ein ¢ >0, so dal Hy;, hy < c.
Folglich ist

sup (f(x) - g(a) - inf (f(@) - g(a))

:EEIZ' .TEIi

IA

HfZng—hfzth
= Hyi-Hgpi— Hpi-hgi + Hypi - hgi — hyi - hy

= Hyi-(Hgi — hgi) + hgi -(Hyi — hyi)
= =7

< ¢ (Hyi—hg) +c- (Hpi— hy).
Insgesamt gilt also

Srg(3) — Sre(3) = Z:(aiﬂ —a;) - ()

Hyi — hgi) + ¢+ (Hyi = hys))

IA
5
&
+
—
|
£
~
~~
o
—~

n

= C:- é(ai+1 — CLi)(Hgi — h!ﬂ) 4+ c- Z(a’i-l-l — CLJ(HJ% — hfl) .

% =0

=54(3)-5,(3) =S57(3)-5;(3)

Nach dem Riemannschen Integrierbarkeitskriterium existieren fiir f und g Zerlegun-
gen 3; bzw. 3, von I, sodaB S,(3,) —S5,(3) < i und Sy(35) — S4(32) < i
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Wihlt man jetzt 3 als gemeinsame Verfeinerung von 3, und j,, dann ist nach den
obigen Betrachtungen

3

%:5.

Stg(3) —Sp,(3) <c- i +e-

(4) und (5) beweist man ebenfalls mit dem Riemannkriterium durch geeignete Abschét-
zungen. Der Beweis soll hier weggelassen werden. O

Satz 9.14 Ist f in [a,b] integrierbar und a < c <b, dann ist f in [a,c|] und in
[c,b] integrierbar, und es ist

/bf(x)dx:/cf(x)dx—i—/bf(x)dx

Beweis. Essei ¢ > (0. Nach dem Riemannkriterium existiert eine Zerlegung

5 = (ao,...,ans1) von [a,b], so daB Sy(3) —S;(3) <e. O.B.d.A. sei ¢ ein Unter-
teilungspunkt von 3 (anderenfalls betrachtet man die Verfeinerung von 3, die durch
Hinzunahme des Punktes ¢ entsteht). Sei ¢ = a; und seien 3, = (ao,...,a;) und
30 = (ag,...,an41). Dann sind 3y, 3, Zerlegungen von [a,c| bzw. von |[c,b]. Damit
erhélt man

Sp(3) = Sp(3) = S(a1) +Sr(32) — Sp(31) — Sy(32) <€
und damit auch
Sp(3:) — Sp(3) <e fir i=1,2.

Folglich ist f in [a,c] und in [e,b] integrierbar.
Es sei nun (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und in jeder Zerlegung
3, komme c als Unterteilungspunkt vor. Weiterhin seien 3,, und j3,, analog aus

3, gebildet, wie 3, und 3, aus 3. Dann sind 3,, und 3, Zerlegungen von |[a,c]
bzw. von [c,b]. Mit Hilfe von Satz 9.7 erhélt man schliefSlich

V—00

/bf(iv) dr = /bf(x) dr = lim S,(3,)

= lim (ﬁf(ﬁyl) "‘ﬁf(?’ﬂ))

v—00

= lim S;(5,1) + lim S;(3,2)

= /Cf(a:)d:c—i—/bf(:c)d:c

= /cf(az)da:—l—/bf(a:)d:c a

299

9/4/10

9/4/11



Korollar. Sei a=ay<a; <---<apy1 =b und f in I =[a,b] integrierbar, 9/4/12
dann ist [ in jedem Teilintervall [a;,a;11] C I integrierbar, und es ist

Aj+1

/bf(a:)dm:;n% / f(z)dx.

Beweis. Den Beweis fithrt man leicht (mit Hilfe von Satz 9.14) induktiv iiber n. d  9/4/13
Definition. Sei a <b und f in [a,b] integrierbar. Dann definieren wir 9/4/14
a b a
/f(a:) dr 5 —/f(ac) dr und /f(x) dr 5; 0.
b a a

Folgerung. Ist a=ag<ay; < -+ <aup1 =0 und f in|a,b] integrierbar, dann ist 9/4/15

; :Zlf(w) dx + b/af(x) dr = 0.

9.5 Mittelwertsitze der Integralrechnung

Satz 9.15 Sei a <b, und seien f,g in I integrierbar. Dann gilt: 9/5/0
b

(1) Wenn f(z) >0 firjedes x €1, so ist /f(x) dx > 0.

b b
(2) Wenn f(z) < g(x) fir jedes x €1, so ist /f(m) dr < /g(a:) dzx.

a

Beweis. (1). Sei 3 = (ag,...,an4+1) eine Zerlegung von I und I; = [a;11,a;]. Dann 9/5/1
ist wegen a;y1 —a; >0 und Hellf f(z) >0 auch

b b "

[1@)de = [ f@)de = 8,6) = 3(ai - a)- inf f(2) = 0.

. 4 i=0 i

(2).

5
=
=
=
O
IA
s
O
n
o
[a]
AN
s
O
|

f(z) fir jedes x € I. Nach (1) gilt dann

also auch
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/f(x) dr < /bg(x) dr. O

a

Bemerkung. Ist a <b, [ stetig und nicht negativ in I = [a,b] und /f(m) =0, 9/5/2

so ist f(x) =0 fir jedes x € I.

Beweis. Gibe es ein ¢ € I, so dafl f(c) > 0, so wére auch g(x) := f(z) — %C) fir o/5/3
x = c¢ positiv. Da mit f auch g stetig ist, existiert eine e-Umgebung von ¢, so dafl

g in U (c) ebenfalls positiv ist. Ist 3 = (ag,...,an+1) eine Zerlegung, so daf ¢ —¢

und c+¢ Zerlegungspunkte sind (¢ hinreichend klein; fiir ¢ = a bzw. ¢ = b betrachtet man die
entsprechende rechts- bzw. linksseitige Umgebung von ¢), etwa ¢ —¢& = a; und c+ e = agyq,

dann ist f(z) > %C) in [ag,ags1], also auch

c
$16) = (@ — o) - inf f() > (s — ) - L > 0.

z€l}

Damit ist

[f@de> [f@yde=8,5)>0. @

a

Satz 9.16 ( Frweiterter 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung) 9/5/4

Sei a < b, seien f,g in I = [a,b] integrierbar, und g wechsle in I nicht das
Vorzeichen (d.h., g(z) >0 fiiralle € I oder g(x) <0 firalle x €1).
Dann gibt es ein p € R mit Hgf(w) < u <sup f(z), so dafs

z zel

if(x)-g(w)dx = u-/bg(x)dx

Beweis. Sei g(x) >0 fiir alle © € I (den verbleibenden Fall beweist man analog). 9/5/5
Dann gilt fiir ng f(z) := p; und fir sup f(z) := po offenbar
r zel

pr - g(r) < f(x) - g(w) < pg - g(x)
und somit nach Satz 9.15

/g dx</f dw<u2/g

Fir A:= / x)dr und B := / (x)dr ist uA < B < A und somit
1

w < 5= < ps, falls A#0; fir A =0 leistet p© =0 das Verlangte. [
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Korollar. (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung) 9/5/6

Voraussetzungen iiber a, b, f, g, p1, po wie tm Satz 9.16. Dann gilt:
b
(1) Ist g =1 dann gibt es ein p mit puy < p < pz, so daff /f(a:) dx = - (b—a).
(2) Ist f in I stetig, dann gibt es ein £ € I, so dafs
b b

[ 1@)- gy de = 1(8)- [ g(@) dr.

Beweis. (1) ist trivial. 9/5/7
(2). Da f in I stetigist, nimmt f die Werte :irgf(x) und e =sup f(z) als
z zel

Funktionswerte an. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann fiir g mit p; < p < o
auch ein € € I, sodafl p= f(£). Damit gilt die Behauptung. O

I Abb. 9.11 Die Abbildung zeigt
einen Spezialfall des Korollars, wo-
bei in dem Teil (2) die Funktion ¢
in I konstant 1 gewéhlt wurde.

Die durch das Integral fab f(z)dx
bestimmte Flache der Punktmenge
M=A(z,y):z€l, 0<y< f(a)}
ist dann flachengleich mit dem
Rechteck der Breite b — a und der

. Hohe f(€).

Wir werden jetzt mit Hilfe des bestimmten Integrals mit verdnderlicher oberer Grenze 9/5/8
neue Funktionen definieren. Dazu sei zundchst f eine in dem Intervall [ definierte
und beschrénkte Funktion. Dann ist offenbar fiir jedes x € I die Funktion f in jedem

Teilintervall [a,z] C I bestimmt integrierbar. Damit ist jedem z € I durch / f(t)dt

a

ein bestimmter Wert F'(z) zugeordnet, d.h., durch F(z) := /x f(t)dt ist in I eine

Funktion definiert. Wir leiten jetzt einige Eigenschaften dieser Funktion her.

Satz 9.17 Ist f in I integrierbar und x € I, dann ist die durch 9/5/9
F(z) ::/f(t) dt definierte Funktion F in I stetig.

Beweis. Wir haben zu zeigen, daf§i f in jedem Punkt c¢ € [ stetig ist, d.h., wenn 9/5/10
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x— ¢, so F(x)— F(c). Esist

F(z) - F(¢c) = / F(£) dt — / F(2) dt
— jf(t) dt+/af(t) dt
- / F(t) dt

e (T —cC).
Die letzte Gleichheit folgt aus dem erweiterten 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung,
wobei fi, . zwischen dem Infimum und dem Supremum der Funktion f in dem Intervall
[c,z] bzw. in [x,c] liegt. Nach Voraussetzung ist f in I integrierbar, also auch
beschrankt, folglich mu8 auch p, . in I beschrankt sein.
Wenn nun = — ¢, sogiltauch p,.-(x—c) — 0, und damit auch F(z)—F(c) — 0.
Folglich ist F' in [ stetig. O

Satz 9.18 Ist f in I stetigund x € I, dann ist die durch F(x) ::/f(t) dt 9/5/11

definierte Funktion F in I differenzierbar, und es ist F' = f

(d.h., F' ist eine Stammfunktion von f in I).

Beweis. Es gelte z,c € I und z # ¢. Dann erhélt man mit Hilfe des 1. Mittelwert- 9/5/12
satzes der Integralrechnung (Korollar (2)):

Flz)=F(c) _ 1 i C

e AV ECLENECL)

a
x

- L rwa

Tr —cC

Tr —cC

- ) (@—o

Nach Voraussetzung ist f in c¢ stetig. Wegen x — ¢ und damit auch &, — ¢ gilt:
f(&) — f(c). Folglich erhilt man

F($)—F(C)_>f(c)

Daher ist F'(c) = f(c) firjedes c€I. 0O

= 1. f(&) / dt, fiir ein &, zwischen ¢ und =z

Bemerkung. Es soll noch einmal hervorgehoben werden, daf§ eine in I stetige Funk- 9/5/13
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xT

tion dort eine Stammfunktion besitzt, und F(x) := / f(t)dt ist die Stammfunktion
von f in I, die an der Stelle x =a null wird (vgl "Abb. 9.12)

/f(x) Abb. 9.12 Jedem z € I = [a, ]
wird durch F(z) = [’ f(t)dt
ein Wert zugeordnet, der durch
den Flicheninhalt der schattierten
Flache dargestellt ist. Hierdurch
wird auch der Zusammenhang zwi-
schen f und F sichtbar.

Jetzt sind wir in der Lage, den folgenden wichtigen Satz zu formulieren, mit dessen
Hilfe man bestimmte Integrale berechnen kann, wenn man eine Stammfunktion der zu
integrierenden Funktion schon kennt.

Satz 9.19 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) 9/5/14

Ist f in [a,b] stetig und F eine Stammfunktion von f in [a,b], dann ist
b
/ f(z)de = F(b) — F(a).

T

Beweis. Sei F' eine (beliebige) Stammfunktion von f und Fy(x) = / f(t)dt. Dann 9/5/15
b a
ist Fy(a) =0 und / F(t) dz = Fo(b) = Fy(b) — Fyla).
Da F und Fj Stammfunktionen der gleichen Funktion f in einem Intervall sind,
unterscheiden sie sich nur um eine additive Konstante, also Fy(x) = F(z) + ¢. Dann
gilt
Fo(b) — Fy(a) = F(b) + ¢ — F(a) —c = F(b) — F(a).
Damit gilt die Behauptung. a

b
Bemerkung. Um also das bestimmte Integral / f(z)dz fiir eine stetige Funktion 9/5/16
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berechnen zu konnen, geniigt es, eine Stammfunktion F von f zu kennen und die
entsprechnede Differenz F'(b) — F(a) zu berechnen.

Unstetige Funktionen konnen bestimmt integrierbar sein, ohne eine Stammfunktion zu
besitzen (vgl. Aufgabe 13, Kap. 9).

Andererseits gibt es Funktionen, die eine Stammfunktion besitzen, aber nicht bestimmt
integrierbar sind (vgl. Aufgabe 14, Kap. 9).

Bestimmte und unbestimmte Integrierbarkeit sind also unabhéngig voneinander.

Zur Erinnerung sei noch einmal erwidhnt, dafl eine Funktion f in dem Intervall [a,b]
stetig differenzierbar ist, wenn f in [a,b] differenzierbar und die Ableitung von f
dort stetig ist.

Wir wollen uns jetzt mit der partiellen Integration und der Substitutionsregel bei be-
stimmten Integralen befassen.

Satz 9.20 (partielle Integration) 9/5/17
Sind f und g in [a,b] stetig differenzierbar, dann ist
b

/f/(x)g(:t) dxr = [f(l’)g(x)]i _ /f<$>g/($) de.

Beweis. Offenbar ist mit f und g auch f-g in [a,b] differenzierbar, und es gilt 9/5/18
(f-9) = f'g+ fg'. Folglich ist f-g eine Stammfunktion von f’g+ fg’. Aufgrund der
Stetigkeit von f’ und ¢’ sind auch f'-g, f-¢ und f'-g+ f-g stetig. Dann gilt
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b

@@l = [ (F@)g) + f@)g (@) d

a
b

= /f’(m)g(x) dx—i—/bf(x)g’(x) dx.

a

Also

Satz 9.21 (Substitutionsregel) 9/5/19

Ist f in [a,b] stetig, g in [«, ] stetig differenzierbar und g(|c, 5]) = [a,b],
gla) =a und g(p) =05, dann gilt
b=9(8)

/ﬁf(g(x))-g’(ﬂf)dwz / f(t)dt.



Ist auflerdem g injektiv, also a =g '(a) und B =g '(b), dann ist
97'(b)

jﬂﬂﬁ: [ o) g'@)da

9 (a)

Beweis. Sei I’ eine Stammfunktion von f; sie existiert nach Satz 9.18. Dann ist offen- 9/5/20
bar F(g(z)) eine Stammfunktion von f(g(z)) in [«,5]. AuBerdem ist f(g(x))-¢'(x)
in [a, ] stetig. Folglich gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

B
[ flo@) - g@)dz = [Flg(x)):
) = F(g(8)) ~ Flg(5))

Satz 9.22 (2. Mittelwertsatz der Integralrechnung) 9/5/21

Ist f in [a,b] monoton und differenzierbar und sind f', g in |a,b] stetig, dann gibt

b ¢ b
es ein & € [a,b], so dafl /f(x)g(x) dr = f(a)/g(x) dx+f(b)-/g(a:) dx.
a a {

Beweis. Ist f konstant, dann ist die Behauptung trivial. 9/5/22

Sei nun f nicht konstant und 0.B.d.A. sei f in [a,b] monoton wachsend, folglich ist
f(a) < f(b). (Fiir monoton fallende Funktionen verliuft der Beweis analog.) Dann ist f’(x) > 0
fir alle x € [a,b] und f(c) > 0 fiir wenigstens ein ¢ € [a, b].

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Bemerkung zum
Satz 9.15 und folgt

Es sei jetzt G(z) = /g(t) dt. Nach Satz 9.18 ist G in [a,b] differenzierbar und

G' = g. Mit Hilfe der partiellen Integration (Satz 9.20) erhdlt man

[ f@g s = f@ew| - [ F@ow .

Nach dem Korollar zum erweiterten 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein

¢ € (a,b), sodaBl
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Wegen G(a) =0 und G(b) — G(§) = /g(as) dx gilt nach (x) und (%)
3

/f@M@ﬁ&==f@G@%—ﬂMGWV—ﬂMG@%+ﬂ®G@)

= fa)G(E) + f(b)-(G(b) — G(9))
£ b
= f(@): [ glwdz) + f)- [ g(a)de. 0
3

a

9.6 Volumen von Rotationskérpern

Wir wenden uns jetzt der Bestimmung des Volumens eines sogenannten Rotationskdrpers
zu. Zunéchst soll aber definiert werden, was unter einem solchen Korper zu verstehen
ist.

Dazu sei I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall mit @ < b und sei f eine in [
definierte und integrierbare Funktion, die in dem Intervall nicht negativ wird. Dann
bestimmt die Punktmenge

M:={(z,y):a<z<b 0<y< f(a)}
bekanntlich eine Fliche. Lafit man nun diese Flache um die x-Achse rotieren, dann
entsteht eine Rotationsfigur oder ein Rotationskorper (vgl. Abb. 9.13).

Wir interessieren uns nun fiir die Frage, ob man diesem Rotationskorper in ,, verniinfti-
ger” Weise ein Volumen zuschreiben kann, und wie man gegebenenfalls dieses Volumen
definieren und berechnen konnte.
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— AN L
%ﬂ?ffimﬁ““ f(z) Abb. 9.13 Auf der z-Achse sei ein
""IIIIIIIIIII IIIIII‘ D Intervall [a,b] gegeben, und in die-
aaexargaerarn A R RNRARY »2l Begeben,

AT B sem Intervall sei eine nicht-negative

Funktion f(z) definiert (a ist hier
T verdeckt). f wird in der (z,y)-
Ebene betrachtet. Lafit man f um

die z-Achse rotieren, dann entsteht

\ LT ||
oy
AN \\ \\

/]
T
i -ﬂi’""""lﬂ'l'l’lllll l;#’l'l, ;'

im R® eine Rotationsfigur.

Das Problem ist aufgeworfen, wir versuchen es zu lésen.

Dazu sei 3 = (ag,...,an41) eine Zerlegung von I. Parallele Ebenen im R®, die zur
x-Achse senkrecht stehen und durch die jeweiligen Zerlegungspunkte auf der z-Achse
gehen, schneiden aus der Rotationsfigur Kreisscheiben heraus. Das angendherte Volu-
men der Kreisscheibe, die durch die Zerlegungspunkte a; und a;,; bestimmt wird, kann
durch einen geeigneten Kreiszylinder angegeben werden. Dazu sei §; € [a;, a;41] belie-
big. Dann ist durch (a;+1 — a;)-f?(&) - das Volumen des entsprechenden Zylinders
mit der Héhe h = a;41 —a; und dem Radius f(&;) gegeben. &; ist eine Zwischenstelle
in [a;, ai41] (vel. Abb. 9.8). Entsprechend dieser Uberlegung ist durch

V= Z(ai+1 —a;)- fA(&) -7
i=0

das angenédherte Volumen der gesamten Rotationsfigur bestimmt. Diese Summe ist of-
fensichtlich eine Zwischensumme der Funktion - f?(x) bei der Zerlegung 3 und dem
Zwischenstellensystem 7 = (&, ...,&,). Nach Voraussetzung ist f in [ integrierbar,
folglich ist auch 7 f? in I integrierbar.
Betrachtet man jetzt eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3,) von [ und eine Folge
(1,) von zugehorigen Zwischenstellensystemen, dann existiert lim S o (3,,7,), und

b
der Limes ist gleich dem Integral / 7 f*(x) dx.

Daher definiert man das Volumen V' der Punktmenge M wie folgt:
b

b
V = lim Syp2Gy. 1) = /ﬂf2(x) dxzﬂ/f2(x) d.

V—r00
a

Beispiele.
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(1). Ist f konstant, f =r, dann erhélt man mit dieser Formel den Rauminhalt eines
Kreiszylinders mit der Hohe b —a und dem Radius r.

b b

V:Tl'/fz(ai)dl’:ﬂ'/T’QdJJ:7TT2<b—a) = r’rh.

a a

(2). Essei f(z) =
Rotationskorpers gegeben durch

rdr =

<<

I

3

—

~
[\v]
o
U

8

I

=

O\H

Abb. 9.14a Die Abbildung zeigt die Funktion
f(z) = y/x inder (z,y)-Ebene, definiert im In-
tervall [0,1] bzw. die Rotationsfigur im R?, die
durch Rotation von f um die x-Achse entsteht.

Die z-Achse zeigt in Richtung des Betrachters.

71‘.7

‘ 1

bl

0=

/l/////fﬁs\‘\\
/W
,/I/;///I///I/I/////////// A\

\\
i, ||||“I‘l‘4

Abb. 9.14b Diese Abbildung zeigt
die gleiche Rotationsfigur wie auf
der linken Seite. Diesmal ist je-
doch der Rotationskérper rédumlich-

perspektivisch dargestellt.

9/6/1/1

vz und I = [0,1]. Dann ist das Volumen des entsprechenden 9/6/1/2

(3). Esseijetzt [ =[1,2] und f, g seienin I definierte Funktionen, so dafl f(z) =x 9/6/1/3

und g(x) = 1.
Y
f(x)
2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1 ‘ — (@)
! : 7
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Abb. 9.15 L&aft man die stiarker
umrandete Dreiecksflache um die
z-Achse rotieren, dann entsteht als

Rotationskérper ein ,Ring“.



Wir lassen die durch f und ¢ bestimmte Flache um die z-Achse rotieren und bestim-
men das Volumen des entsprechenden Rotationskorpers.
2 2 ,
V= 7T/(f2(x) —¢*(z))dx = ﬂ/($2 —1)dx = W(%[E?) —x)’l = 4%
1 1
Als Spezialfall erhélt man das Volumen eines Kegels mit der Hohe h und dem Radius

r. Hierfiir ist ndmlich f(z) = % -z und I =10,h]. Also

h
2 2
h
V:W/%xQda::Tg .
0

(4). Wir berechnen jetzt das Volumen eines Torus. 9/6/1/4

Abb. 9.16a Die von f und g einge- Abb. 9.16b Die obige Abbildung zeigt
schlossene Fliche erzeugt bei Rotation diesen Torus rdumlich-perspektivisch
um die z-Achse einen Torus. im Raum IR3.

Dazu betrachten wir die Gleichung (y—R)?*+x? = r? eines Kreises mit dem Mittelpunkt
(0, R) und dem Radius r. Lost man diese Gleichung nach y auf, dann erhilt man

zwei Funktionen f(z) = R+ vr?2 —2? und g¢(x) = R — v/r? — 22; den oberen und
unteren Kreisbogen des Kreises. Lafit man die Fliche des entsprechenden Kreises um
die z-Achse rotieren, dann erhélt man einen Torus. Dessen Volumen ist gegeben durch

V= [(f@) - ¢*(w)) do.

Es gilt
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fA(2) —g*(x) = R*+2RVr2—a2+7* —2° — (R* —2RVr?2 — 22 + 1% — 2%)
= 4RVr? — 22,
und damit gilt

V= 47TR/\/7“2 — x2.

Wir 16sen zunéchst das unbestimmte Integral, um eine Stammfunktion zu erhalten.

Es ist
/\/Wd:c = r/,/l— (%)2d1:

_ r/\/l—t2-rdt; (fir £ =)
= Tz/m-coszdz; (fir ¢ = sin z)

= r2/coszzdz (%)

. 2/ . .92 . . .
= r (Slnzcosz+/ sin z dz); (partielle Integration)

=1—cos? z

= 7r*(sinzcosz +z) — T2/COS2ZdZ.

Aus (%) und der letzten Zeile folgt

2 2 r? r? o/ . 9
2r /cos zdzzismzcosz—l—z:ismz 1 —sin“z + z.

Damit haben wir das unbestimmte Integral — allerdings beziiglich z — gel6st. Wir wollen
aber das bestimmte Integral beziiglich x in den Grenzen von —r bis r berechnen.
Dazu miifiten noch die Grenzen entsprechend der Substitutionen transformiert oder die
Substitutionen riickgéngig gemacht werden. Folgende Substitutionen wurden vorgenom-

men:

t=sinz =—> z =arcsint und %:t — z:arcsin%.

Fir —r<ax<r gt —1< % <1 und schlielich —g < arcsin% < g
In den betrachteten Intervallen sind die Transformationen bijektiv, folglich ist

[ 2
/ V2 —a2de = L ( sin(arcsin £ ) - \/1 — (sin(arcsin g)) + arcsin g)

N

T

-

N T
— %2<arcsin1 — arcsin(—l))
= 5(G-¢3)
rm
- 2

311



Das gleiche Ergebnis erhélt man, indem die Integrationsgrenzen entsprechend transfor-

miert werden:
'S

/\/TQ—ar2dx = %(sinzcosz+z)

[\

s
2

Wl

-Tr

Also

2

V =4rR-T

Allgemeiner gilt die 1. Guldinsche Regel:

Das Volumen eines Rotationskorpers ist gleich dem Flécheninhalt der rotierenden Fléche,
multipliziert mit dem Umfang des Kreises, der durch den Mittelpunkt (oder Schwer-
punkt) der rotierenden Fldche beschrieben wird.

9.7 Uneigentliche Integrale

Beim Riemann-Integral wurde stets vorausgesetzt, dafl die zu integrierenden Funktio-
nen in einem abgeschlossenen (endlichen) Intervall definiert und beschriankt sind. Fiir
manche Zwecke ist es vorteilhaft, auch Integrale {iber unendlichen Intervallen oder iiber
unbeschriankten Funktionen zuzulassen. Dies fiihrt zum sogenannten uneigentlichen In-
tegral.

Definition. (uneigentliches Integral iber unendlichen Intervallen)
Es sei a eine reelle Zahl, f sei fir alle © > a definiert und in [a,z] integrierbar,

und es sei F(z) = /f(t) dt.

f istin [a,00) ={x:a <z} uneigentlich integrierbar

ot Es existiert lim F (x).

Der Limes heifit dann uneigentliches Integral von f in |a,00).

Bez.: 7f(t) dt

Ist fin [a,00) uneigentlich integrierbar, dann heifit / f(t)dt Ekonvergent, anderenfalls

divergent.

Ist | f| in [a,00) uneigentlich integrierbar, dann heifit /f(t) dt absolut konvergent.
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Analog definiert man das uneigentliche Integral von f in (—oo,a]. Hierbei sei f fiir
jedes = < a definiert und in [z,a] integrierbar.

Man betrachtet dann F(z) := /a f(t)dt und EIIl F(x).

Definition. [ ist in (—o0,00) wuneigentlich integrierbar 9/7/2

5 s existiert ein @ € R, so da f in (—o0,a] und in [a,00) uneigentlich
integrierbar ist.
a

/f(t) dt 5 /f(t) dt—i—/f(t) dt heifit uneigentliches Integral von f in (—o0,00).

Beispiele.
(1). Bssel f(1)=
. S Sel = . 9/7/3/1
1+t /773
Y Y
|
S
o A S ()
-t ‘ t
x x
Abb. 9.17a Der Flicheninhalt der schat- Abb. 9.17b  Fir f(z) = ﬁ ist
tierten Fléche 9}st durch das bestimmte Inte- F(x) = arctanz eine Stammfunktion
gral F(z):= [ f(t)dt gegeben. von f, folglich gibt F(x) den Wert des
0 . T
Fiir x — oo entsteht das uneigentliche In- bestimmten Integrals [ f(t)dt (Inhalt
oo 0
tegral [ f(t)dt. der schattierten Fliche aus Abb. 9.17a)
0
an.

Gesucht ist das uneigentliche Integral von f in (—o0,00).

Fs ist / T p)dt = / Y p)dt+ / T F(t)dt fiir beliebiges a € R.
Wir betrachten

F(z) = /f(t) dx:/let2 = arctant‘o
0 0
= arctanz — arctan( = arctan z.
=0
Damit gilt lim F(z) = lim arctanz = %, Also

T—00 T—00 5

/ dt 7
01+t2 2
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Analog ist

0
dt
G(z) = / dt = arctan Q0 — arctan x = — arctan
T

1+

und

xll)rjlooG(a:) = mgr—noo( arctan x) ( 2) 5"
Folglich ist

dt , Tt
) S22 und somit ) e
. dt _
Bemerkung. arctanx konnte auch durch f(z) = T definiert werden.
0

Interpretiert man das uneigentliche Integral als Fliache, dann schlieft die Funktion

che“ Flache ein.

mit der z-Achse in dem unendlichen Intervall (—o0,00) eine ,endli-

(2). Wir betrachten jetzt die Funktion f(¢) = % und zeigen, dafl das uneigentliche Inte-
gral / % nicht konvergiert. Dies bedeutet anschaulich gesprochen, daf3 die ,,Flache®,

1
die von oben durch die Funktion und von unten durch die z-Achse in dem Intervall
[1,00) begrenzt wird, unendlich grof} ist (vel. Abb. 9.18).

Y
I
Abb. 9.18 Das uneigentliche Inte-
_—J(®) gral [ 2 konvergiert nicht, denn
1
1 77777777 x
. dt _
[ =
-1
1
Es ist
x
xX
F(z) = /% = lnt’1 =lnz—Inl=Ilnx
1
und

lim F(z) = lim Inx = oo;
Tr—00 T—00

d.h. der Limes existiert nicht.
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Wir betrachten jetzt uneigentliche Integrale iiber unbeschrankten Funktionen.

Definition. (uneigentliche Integrale tiber unbeschrankten Funktionen)

Es sei a < b und es gelte eine der Bedingungen:

(1) f istin [a,b) definiert und fiir jedes z € [a,b) in [a,z] integrierbar.

(2) f istin (a,b] definiert und fiir jedes x € (a,b] in [z,b] integrierbar.

(3) a<c<b, und f ist fur jedes xy,x9 € [a,b] mit a <z <c<z3<Db
in [a,z1] und in [z5,a] integrierbar.

f istin [a,b] wuneigentlich integrierbar

= (1) lim [ f(t)dt existiert bzw.

b
(2) lim / f(t)dt existiert bzw.

r>a T

x b
(3) lim/f(t) dt und ngcl/f(t) dt existieren.

T—C

z<c a

9/7/4

9/7/5

Diese Limites heiflen — falls sie existieren — uneigentliche Integrale von f in [a,b], und

b
/ f(t)dt heiit dann konvergent, anderenfalls divergent.

Die folgenden Abbildungen sollen einige Moglichkeiten fiir die Bildung von uneigentli- 9/7/6
chen Integralen iiber beschrankten Intervallen und unbeschrinkten Funktionen veran-

schaulichen.
Yy Y Yy
ax b a c b7 a s‘clc‘a‘:g b o *
Abb. 9.19a Abb. 9.19b Abb. 9.19¢
Beispiel. Essei [a,b] =[0,1] und f(t) = L 9/7/7

v

1

Es soll / f(t)dt berechnet werden, falls das uneigentliche Integral konvergiert.
0

Fir 0 <ax <1 ist f in [z,1] stetig und damit auch integrierbar. Es ist

F(x) ::/f(t)dtz/t—% dt=2\/¥i:2(1—\/§).
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Folglich gilt
1
dt
WA liL%Q(l —Vz)=2.
0 >0

Die verschiedenen Typen von uneigentlichen Integralen iiber unendlichen Intervallen 9/7/8
bzw. iiber unbeschriankten Funktionen lassen sich natiirlich auch kombinieren.

Tiefergehende Untersuchungen iiber uneigentliche Integrale findet man z.B. in der Literaturangabe [3],
Band II, XII Uneigentliche Integrale, Seite 574 — 676.

9.8 Linge von Kurven

Zur Erinnerung: € = {f(t) :a <t < b} ist eine Kurve in R¥, falls f : [a,b] — R* eine 9/8/0
stetige Vektorfunktion ist.

Definition. (doppelpunktfrei) 9/8/1
t ist doppelpunktfrei
= fiir jedes t1,t3 € [a,b] mit t; <ty und t; #a oder ty #0b gilt f(t1) # f(t2).

Eine doppelpunktfreie Kurve heift auch Jordan-Kurve.

Ist in der obigen Darstellung f(a) = f(b), dann heifit € geschlossene Kurve.

Beispiele. Wir geben jetzt einige wichtige Beispiele von Kurven an (vgl. auch die Abbil- 9/8/2
dungen 6.9 und 6.10 aus dem Kapitel 6).

Y Y
b
x x
—a a - r
—b

Abb. 9.20 Durch f : [0,27] — RR? Abb. 921 Durch f : [0,27] — RR?
mit f(t) = (acost,bsint) ist eine mit f(t) = (rcost,rsin2t) ist eine
Ellipse definiert. Fiir a = b entsteht Lemniskate definiert.

ein Kreis.
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Die néchste Abbildung zeigt eine sog. Schraubenlinie.

Abb. 9.22 Durch f := [0,67] — R?
mit f(t) = (rcost,rsint,ct) ist ei-
ne Schraubenlinie mit der (positiven)
Ganghohe ¢ definiert (Rechtsgewinde).
Wenn ¢ das Intervall [2i7, 2(i + 1) 7]
durchlduft (¢ = 0,1,2,3,...), dann
durchléuft f(t) genau einen Gewinde-
gang. In der Abbildung sind drei Ge-
windeginge dargestellt. Fiir ¢ < 0 ent-
steht eine ,,absteigende* Schraubenlinie

(Linksgewinde).

Unser Ziel ist es nun, die Lénge einer Kurve zu definieren bzw. zu berechnen. Fiir 9/8/3
beliebige Kurven wird sich eine Lénge nicht definieren lassen. Daher betrachten wir
jetzt einige speziellere Klassen von Kurven.

Definition. 9/8/4
Sei £={f(t):a<t<b} eine Kurve mit der Parameterdarstellung f : [a,b] — R".

(1) ¢ ist stetig differenzierbar in |a, b
= [ ist stetig differenzierbar in [a, b].
ist glatt in [a,b]
[ ist stetig differenzierbar in [a,b] und f'(t) # 0 fiir jedes ¢ € [a,].
ist stiickweise glatt in [a,b]
Es existiert eine Zerlegung 3 = (ag,...,a,+1) von [a,b], so dal € in je-
dem Teilintervall [a;,a;11] glatt ist.

(2)
(3)

Gl & Bl e

Essei €= {f(t):a <t <b} zunichst eine Kurve und 3 = (ag,...,a,+1) eine Zerle- 9/8/5
gung von [a,b]. Verbindet man die Bildpunkte f(ap),..., f(ant1) € € von ag,...,an41

der Reihe nach durch Verbindungsstrecken, dann entsteht ein der Kurve einbeschrie-

bener Polygonzug Pj (vgl. Abb. 9.23). Der Abstand zwischen je zwei ,,benachbarten”
Bildpunkten f(a;) und f(a;41) auf der Kurve betragt |f(ai1) — f(a;))|. Folglich ist

die Lange des Polygonzuges gegeben durch
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Abb. 9.23 Die Abbildung zeigt ei-
ne Kurve im R? mit einem ein-
beschriebenen Polygonzug. Dabei
ist f : [a,b] — R* stetig und
= {f(t) : a <t < b} Ist

3 = (ag,...,an4+1) eine Zerlegung
von [a,b], dann liegen die Bild-
R: x punkte f(a;), i = 0,...,n + 1,
S ! / ' auf der Kurve &
f // }r ,/ \\
. K '1 // \\ .
ao al a; Aj41 Gn41
~— ~—
=a =b

Wir definieren jetzt, was unter der Lange einer Kurve zu verstehen ist.

Definition. (Ldnge einer Kurve) 9/8/6
Sei ¢ eine Kurve mit der Parameterdarstellung ¢ = {f(¢) : a <t < b}.
t ist rektifizierbar (d.h. € besitzt eine Linge)
5;  Es existiert sup{l(P;): 3 beliebige Zerlegung von [a, b]}.
Das Supremum heiflt, falls es existiert, Linge der Kurve und wird mit [()
bezeichnet.

Es sei jetzt €= {f(t) : @ <t < b} eine stetig differenzierbare Kurve in R*. Insbeson- 9/8/7
dere ist f : [a,b] = R*, f = (f1,...,fr) und fi + la,b] = R stetig differenzierbar

fiir jedes j =1,..., k. Weiterhin sei 3 = (ag,...,a,41) eine Zerlegung von [a,b], und

der Einfachheit halber sei u := a; und v := a;,1. Der Abstand zwischen den auf der
Kurve liegenden Punkten f(u) und f(v) betréigt

@)= f@] = [(A@), @) = (A, filw)]
= |(A) = AW, folv) = fu(w))] = (+).

Nach Voraussetzung sind f1,. .., fx differenzierbar in [u,v]. Folglich gibt es nach dem
1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir jedes f; ein &; € [u,v], so dafl

fj(v) — f; (u) = f]’(&])(v —u). (&; hingt von [a;,a;41] = [u,v] und f; ab.)
Folglich ist

) = f)] = () = |(fi(&) - (0 =), fil&a) - (v = )]
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= (&) Filtan)) - (v =)

= S (RE) - - .

Also

|f(az+1 az | = \/Z f/ 5” (ai+1 — CLZ').

Die Léange des einbeschriebenen Polygonzuges ist somit

I(Py) = z Flas) — Flar)

- i \/Z§1 (fyl(gw))Q : (ai—i-l - Clz')-

Die letzte Summe sieht einer Zwischensumme beziiglich der Funktion

g(t) = 1F' (O] = [(F(E)s . )] = Sy (1)

ghnlich. Offenbar ist fiir 52- a;, aZH] i=1,...,n und 7= (&,...,&),

S Z g 52 a'z—i-l )

Z \/Z f’ §z (ai+1 — a;)

eine Zwischensumme. er Werden jetzt zeigen, dafl sich [(Pj) und Sy(3,7) bei geeig-
neten Zerlegungen um beliebig wenig unterscheiden.

Lemma. Fs sei ¢ eine durch f:[a,b] — R* definierte und stetig differenzierbare 9/8/8
Kurve. Weiterhin sei (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und (7,)
sei eine Folge zugehoriger Zwischenstellensysteme von (3,). Dann folgt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein vy, so daf fiir jedes v > vy gilt:
_ 2
1(P3,) = Sy(3,, )| <& wobei g(t) = |f'(t)] = /iy (£(1) -

Beweis. Sei 3, = (af,...,a;, ;) und 7, = (£f,...,&;). Dann gilt 9/8/9
‘Z(Pél) - Sg(3y7 Tu)‘

=[5 VEb (@) (= at) = 3T (560)’ (et =)
1=0

=3 (Y2 (@) - sk ()| ot = )
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Ny

<>

=0

| = 1Bil| - (afyy —af) . wobei @ = (fi(€h),. .. fi(&h)

und By = (i€, J€))

= ZO \/2?21 (Fi&5) — LEN)” - (ayy — at) = (»).

Nach Voraussetzung sind die Funktionen f; stetigin [a,b], also sind sie auch gleichmé-
Big stetig. Folglich erhélt man:

Fiir jedes &' > 0 existiert ein ¢ > 0, so daf fiir alle &}, & € [a,b] mit [§¥ —&F| <0

‘ 2
gilt: [ f1(€5) — f1(€)] < £/, also auch (fI(&) — fi(&))) <™.
Wihlt man 1y so grofl, da§ d(3,) < fiir alle v > 1, dann erhdlt man

() = |U(P5,) = Sy, 7)

< Z Z§:1 g? - (a;‘/-i-l —aj)

= V- Z(@iyﬂ —ay)
i=0

=b—a
= VEk-(b—a).
Wir wihlen jetzt
€
/

g=——.
VE-(b—a)
Dann ist
(P ) = S,G,. )| <eVE-(b—a)=VEk-(b—a) ———— =c. QO
UPs,) = 5503, 7) b=a)=VE-(b=a) Z
Satz 9.23 FEssei f:[a,b] = RF und €= {f(t):a <t <b} ecine stetig 9/8/10

differenzierbare Kurve. Dann ist € rektifizierbar, und es gilt
b b
/ k / 2
1o = [1rwlde= [ /st (£0) d

Beweis. Wir zeigen zunichst, daf§ die Menge 9/8/11
M = {I(P;): 3 Zerlegung von [a,b]}
nach oben beschrankt ist (= es existiert sup M, und somit ist € rektifizierbar).

Angenommen, M ist nicht nach oben beschrénkt. Dann gibt es eine Folge (3,) von
Zerlegungen des Intervalls [a,b], so daB die Folge (Z(Pﬁy)) nicht nach oben beschrankt
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ist. Sei 0.B.d.A. (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (durch entsprechende Verfeinerun-
gen 148t sich dies immer erreichen; und aufgrund der Dreiecksungleichung wird bei einer verfeinerten
Zerlegung der einbeschriebene Polygonzug hochstens linger). Nach dem Lemma gilt dann fiir

g9(t) = 11" @)].

lim ({(Py )—95,(,,7)) =0.

Jim (173,) \9(5B )
Wegen der Stetigkeit von g¢(t) = |f'(t)| in [a,b] ist |f'(t)| als reellwertige Funktion
einer reellen Verdnderlichen in [a,b] integrierbar. Folglich gilt nach Satz 9.9

V—r00

b
lim §, = / /()] dt :==d € R.

Da 8, — d und (a, — 3,) eine Nullfolge ist, mufl auch die Folge (o) gegen d
konvergieren. Dies fiihrt zum Widerspruch.

vV—00

b
Folglich gilt c, —I(¢), und damit ist [(£) = / f(0)]dt. T

Korollar. Ist g : [a,b] = R stetig differenzierbar, f(t) = (t, g(t)) = (fl(t), fz(t))
und €= {f(t):a <t <0b}, dannist € rektifizierbar und

b
1(t) = /\/1 + g2 (t) dt.
Beweis. Die Rektifizierbarkeit von £ ist offensichtlich.

Weiterhin gilt [1/(8) = (¢, 90| = /()" + (5®)’ = 1+ 920, 0

Bemerkung. Betrachtet man eine Kurve, die (wie im Korollar) durch eine reellwertige
Funktion einer Verénderlichen definiert ist, dann erhélt man eine vereinfachte Formel
fiir die Lange dieser Kurve.

Beispiele.
(1). Verbindungsstrecke zweier Punkte in der Ebene.

Essei @ = (1,1) und b = (3,2). Wihlt man als Parameterintervall [0, 1], dann ist
durch f(t)=a+tb—a)= (1+2t1+1):= (fl (1), fz(t)) eine Parameterdarstellung
der Verbindungsstrecke € gegeben. Offenbar sind fi, fo in [0, 1] stetig differenzierbar
und fi(t) =2, f3(t) =1 und damit f'(t) = (2,1) fiir jedes ¢ € [0,1]. Folglich ist ¢
rektifizierbar und

l(E):/|f’(t)|dt:/\(2,1)]dt:/\/22+12dt:\/5.

Natiirlich hiatte man das Ergebnis in diesem einfachen Fall auch ohne Integrale erhalten.
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(2). Umfang eines Kreises mit dem Radius r. 9/8/15/2

Wir betrachten einen Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius 7 (vgl. auch
Abb. 9.20).

Fiir die Kreislinie € ist durch f : [0,27] — R* mit f(t) = (rcost, rsint) eine
Parameterdarstellung gegeben. Offenbar ist f in [0,27] stetig differenzierbar und
f'(t) = (—rsint, rcost). Folglich ist

lf' () = \/7“2 sin®t +r2cos?t =1

und damit
2 2
() :/|f’(t)|dt — /rdt — rom.
0 0
(3). Lénge der Schraubenlinie (vgl. Abb. 9.22). 9/8/15/3

Wir betrachten eine Schraubenlinie mit dem Radius r und zwei ,,Gewindegéngen®.
Es sei f:[0,47] = R® f(t) = (rcost, rsint, ct), ¢ # 0. f ist in [0,47] stetig
differenzierbar und f/(¢) = (—rsint, rcost, ¢). Dann ist

I ()] = \/r251n2t+r20052t+02dt =Vr2+4c2.
Damit erhélt man

4m
I(¢) = /VT2+02dt: V12 4+ c? - 4.

0

(4). Lénge der Normalparabel, definiert im Intervall [0, 1] (Beispiel fiir die Berechnung der 9/8/15/4

Lénge einer Kurve mit Hilfe des Korollars zu Satz 9.23).

Essei g:[0,1] - R mit g(t) =t*> und f(t) = (t, g(t)).

Dann ist durch € = {f(¢) : 0 <t < 1} eine stetig differenzierbare Kurve gegeben und
f(t) = (1, 2t). Also

1 1
[(¢) = / L+ (g'(t)*dt = /\/1 + 42 dt = (%)
0 0
Man berechnet zunéchst am besten das unbestimmte Integral

/\/1+4t2dt:%/\/1—|—z2dz

- %((z-m)+ln(z+m))

- %((215 VIH42) +In(2t + VI +427)).

(Die eigentliche Berechnung des Integrals / V14 22dz bleibt als Ubungsaufgabe.)  Also
I(t) = 3 (25 + 2+ V5)).
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Bemerkung. Die Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir die Rektifizierbarkeit der 9/8/15/5
entsprechenden Kurve €. Wir betrachten als Beispiel die Funktion
(t, tsing;) fiir t #0,

f(t) = { (0,0) fiir t = 0.
f st in [0, 1] stetig, aber nicht rektifizierbar.

Abb. 9.24 Ist g(t) := tsing;, dann
wird durch die Funktion f : [0, ] — IR?
mit f(t) = (¢,9(¢)) die hier gezeigte
Kurve definiert. (Fiir grofere ¢ setzt sich

die Kurve so nicht fort!.) An den Stellen

t = ﬁ, n = 2,3,4,..., ist g(¢) null
1 1
-V an den Stellen Ty bzw. T3 st
V. g(t) =t bzw. g(t) = —t, hierbei ist
n=123,....
\\\\ Y= ¢

Abb. 9.25 In dieser Abbildung wird
nur das Kurvenstiick dargestellt, wel-

ches das Bild des Intervalls [a,c] ist,

. _ 1 _ 1 '_
wobel a = T und ¢ = 4-. Wei

. . _ 1 _ 1
terhin ist uw = prwd b = pr) und

v = Entsprechend dieser Zerle-

_1
4n+1"
gung von [a,c| ist P, der einbeschrie-

bene Polygonzug.
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Wir betrachten jetzt die Funktion ¢ : [0,1] — R mit g(t) = tsin 2 und die Kurve
t:={f(t)=(t,9(t)) : 0 < ¢ <3} und zeigen, daB ¢ nicht rektifizierbar ist.

i — (L 1 1 1 1 1 1 i
Dazu sei 1 < n < k und 3, = (@,...,4n+4, TS D T .., ) eine
e e Ve e eV
a u b v c

ik i] (siche auch Abb. 9.25).

Wir berechnen zunéchst den Abstand zwischen den Punkten (a,0) und (u, f(u)) in
—~

—Uu

Zerlegung von |2

R?. Es ist

(4, —u) = (a,0)] = ‘(4n+3 4n1—|—4’ “m3)]

o 1 _ dn+4
N |<(4n+3)(4n+4)’ (4n+3)(4n—|—4)>|

- (4n—|—3)1(4n—|—4) |1, = (an 4 4))]
1 2
= ns)angay Vitlntd
1
ZIn+3

Vollig analog ist

1
|(u7 _u) - (b’ O)| > dn +3°

Ebenso zeigt man, dafl die Abstdnde zwischen (b,0) und (v, f(v)) bzw. zwischen
——
(v,v) und (c,0) groBer oder gleich ﬁ sind.

Insgesamt erhélt man, dal der Polygonzug P, eine Linge

1 1 1
UP) 22 s+ 2 1 2 1

besitzt. Fiir die Lénge des gesamten (einbeschriebenen) Polygonzuges P, beziiglich

des Intervalls [4, 1] ist dann
k

und diese Summe ist fiir k£ — oo, also fiir i — 0, nicht beschrankt. Folglich ist &
nicht rektifizierbar.

Im néchsten Abschnitt befassen wir uns mit der Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei 9/8/16
Funktionenfolgen und -reihen.
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9.9 Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Reihen
von Funktionen

Satz 9.24 (Integrierbarkeit der Grenzfunktion)

Sei a < b, I = [a,b] und (f,) eine Folge von Funktionen, die in dem Intervall I
definiert sind. Dann gilt:

(1) Konwvergiert (f,) in I gleichmdffig gegen die Funktion f und sind alle f, in
I integrierbar, dann ist f in I Zntegm'erbar und es st
b b

/f(x)da::/ hm folz a:—nh_g)lo/fn

(Vertauschbarkeit des Limes mit dem Integral)

(2) Konvergiert > fa(z) in I gleichmifig gegen die Funktion f und sind alle
n=0
fn i 1 mtegm'erbar dann ist f in I antegrierbar, und es ist

/f dx—/an dx—Z/fn

a n=0

(Vertauschbarkelt des Integrals mit der unendhchen Summe)

Beweis. (1). Sei ¢ > 0. Nach Definition der gleichméBigen Konvergenz gibt es ein
ng, so daf fiir jedes n > ng und fiir jedes x € I gilt:

|fulz) = f(2)] < 3(68_ 2 =g

Da f, in [ integrierbar ist, ist f, und damit auch f in I beschrankt. Mit Hilfe
des Riemannschen Integrierbarkeitskriteriums zeigen wir, daf§ f in [ integrierbar ist.

Sei n > ng fixiert. Nach der obigen Ungleichung ist
folz) —€ < f(x) < fulz) + & fiiralle z € 1.
Folglich gilt fiir jedes Teilintervall I’ C I:

sup f(2) < sup fu(z) +¢" und inf f(z) > inf fu(x) - <"

Da f, in f 1ntegrlerlja€r ist, existiert eine Zerlegung 3 = (ag,...,ary1) von I, so daB
S5,(3) = S5, (5) < 5 -
Schliefllich erhdlt man fiir I; := [a;, a;41]:
k
§5(8) = 51,6) = X (o — i) (iggfu) ~ nf f(x))
k
; Qjt1 — (2161}0 folz)+€" — ;2; fulz) + 5’)
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<25’(b—a)~|—§:€.

Folglich ist f in [ integrierbar.
Wegen |f.(x) — f(x)] <&’ gilt weiterhin

x)da:—/bf(:c)dx =

(fulz) = f(2)) da

Hieraus folgt

lim /fn dx—/f dx—/ hngofn(x)) dx

(2). Setzt man F,( Z fi(z), dann konvergiert (F),) in I gleichméfig gegen f,
und alle F, sind in [ 1ntegr1erbar. Folglich gilt nach (1):
b b b b
JLIgO/Fn( / hm F,.( dx :a/ an —a/f(x)dx

Weiterhin ist

lim /F )dz = lim (Zf:fz(ac)) dx = T}Lngof:/bfz(x) dx

n—oo n—oo

=0 i=0 i=0"Y
und damit gilt
b b 0o b
[ f@yde= [ (3 fu@)dz =3 [ fu@)dz. Q
a a n=0 n=0p



Korollar.

(1) FEinein einem Intervall I = [a,b] gleichmdf$ig konvergente Funktionenreihe kann
gliedwerse integriert werden.

(2) Potenzreihen kénnen in jedem abgeschlossenen Teilintervall ihres Konvergenzbe-
reiches gliedweise integriert werden.

Beweis. Der Beweis ist nach den Sétzen 5.20 und 9.24(2) trivial. 3

Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 9

e Motivierung der Integralrechnung,

e Definitionen: Stammfunktion, unbestimmtes Integral,

e Integrationsregeln (Summenregel, partielle Integration, Substitutionsregel),
e Partialbruchzerlegung (allgemeine Problemstellung),

e Definitionen: Zerlegung, Verfeinerung, Maximaldistanz, ausgezeichnete Zerlegungs-
folge, Ober-, Untersumme, Ober-, Unterintegral, bestimmtes Integral,

e Beziechungen zwischen Ober- und Untersummen (Satz 9.5),

e Darstellung des bestimmten Integrals als Limes einer Folge von Ober- bzw. Un-
tersummen (Satz 9.7),

e Riemannsches Integrierbarkeitskriterium (Satz 9.8),

e Definition: Zwischensumme; Darstellung des bestimmten Integrals mit Hilfe von
Zwischensummen (Satz 9.9),

e Klassen integrierbarer Funktionen (stetige Funktionen, Funktionen mit hochstens
endlich vielen Unstetigkeitsstellen, monotone Funktionen sind integrierbar — Sétze
9.10, 9.11, 9.12); Summe, Produkt, Quotient, Betrag von integrierbaren Funktio-
nen sind integrierbar (Satz 9.13),

e Mittelwertsitze der Integralrechnung (Satz 9.16 + Korollar, zusétzlich auch Satz
9.15),

e Darstellung einer Stammfunktion als bestimmtes Integral mit verénderlicher obe-
rer Grenze (einschlieBlich Sétze 9.17, 9.18),

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 9.19),
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9/9/3

9/9/4

9/10/1
9/10/2
9/10/3
9/10/4

9/10/5

9/10/6

9/10/7

9/10/8

9/10/9

9/10/10

9/10/11

9/10/12

9/10/13



Partielle Integration, Substitutionsregel bei bestimmten Integralen (Sdtze 9.20, 9/10/14
9.21),

inhaltliche Erlduterung: Volumen von Rotationskorpern, 9/10/15
Definition uneigentlicher Integrale, 9/10/16

Parameterdarstellung von Kurven, Definition der Rektifizierbarkeit (inhaltliche 9/10/17
Erlduterung der Linge von Kurven).

Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei gleichméfig konvergenten Funktionenfolgen 9/10/18
und -reihen (Satz 9.24 + Korollar).
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