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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Veridnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Satz 10.3 (iterierte Integrale iber Rechteckbereichen)
Sei D = [a,b] x [c,d] und f in D integrierbar. Ist f(x,y) fﬂr jedes fizierte x €

la,b] als Funktion von y in [c,d] integrierbar und ist F(x /f z,y)dy in [a,b]
b od
integrierbar, dann ist //f(x,y) dxdy = /(/f(a:,y) dy)dx = /F(x) dx
D a c a
Beweis. Esseien 3; = (ag,...,an41), 32 = (Co,---,Cms1) Zerlegungen von [a,b] bzw.

von [¢,d], undes sei §={Dj;: 0 <i<mn,0<j<m}, wobei
D;; = [a;, aiy1] X [¢j, ¢j41]. Dann gilt

d m Citl
F(ﬂf)Z/f(:v,y)dyzz / flx,y) dy,
(& .7:0 Cj
und somit
b Cj+1 n i+l m Cj+1
/F da:—/Z/f:cydy Z/ / a:y)dy)dx.
a a J=0 cj =0 4 7=0 ¢

Fir h;; = 1nf f(z) und H;; := sup f(Z) gilt stets

Di; zeDi;
hij < f(z) < Hj; firalle 7 = (z,y) € D.

Ist z € [a,b], dann erhélt man sofort

Cj+1
hij - (cj41 —¢;) < / f(z,y)dy < Hyj - (¢jr1 — ).
¢
Integriert man die letzte Ungleichung nach z, so ergibt sich

ai+1 a;4+1  Cj41

hij - D;j = / hij - (¢j41 —¢j)dx < / ( / f(z,y) dz)dx

Cj

Ait1
S / Hij . (Cj+1 — Cj) dx S Hij . Dz]

aj

Summiert man diese Ungleichungen nach ¢ und j, so erhélt man
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a;41  Cj41 b d

sioi/(/ () dy)de = [ ([ fwg)dy)de < 5,5)

cj a ¢

Da f in D integrierbar ist, unterscheiden sich Ober- und Untersumme bei einer ge-
eigneten Zerlegung nur um beliebig wenig.

Da nach Definition des Doppelintegrals stets S;(3) < // f(z,y)dedy < Sy(3) ist, gilt
D

schliefilich

//f(x,y) dzdy = /b(/df(%y) dy)dx. 0
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