Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.3 Folgen von reellen Zahlen

3.17 Zeigen Sie: 12/3/17/1
(a) Die Folge (a,) mit den induktiv definierten Folgegliedern
ar =0, ay=1, ap.1= %(an —a,_1) fiir n>2
ist eine Cauchyfolge.

(b) Ist (a,) induktiv definiert durch
a, =0, ay=1, a,= %(an_l +a, o) fur n>3,
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[Hlnwels: an — % = (271,)1

dann besitzt die Folge (a,) den Grenzwert 2.
.2
3

fir n > 1.]

Losungshinweis zu Aufgabe 3.17 (a) Induktiv zeigt man: 12/3/17/2
Wenn k€N, k>1 und ne {dk+i:i=0,...,3}, so |a,| < 2%
Hieraus folgt die Behauptung.

(b) Induktiv zeigt man: a, = (2_”17): % + % (fiir n > 2); damit ist lima, = %

Loésung zu Aufgabe 3.17 12/3/17/3

(a) Die Gestalt des n-ten Folgegliedes ist nicht offensichtlich. Daher wird eine Ab-
schiatzung der Folgeglieder vorgenommen; insbesondere weisen wir nach, daf§ (a,)
eine Nullfolge bildet. Dazu beweisen wir die folgende Behauptung;:

Wenn k€N, k>1 und ne€ {dk+i:1=0,...,3}, soist |a,| < 2%
Fiir beliebiges n > 2 gilt: |a,4| = —%(anﬂ —an-1), (%)
denn nach Definition der Folgeglieder ist

Unta = %(an+3 — Qpy2) = %(%(anm — Qpy1) — an+2)

= _i(an—&-Q + ani1)

= _i<%(an+1 - an) + %(an - an—l))

_%(an—&-l - an—l)-
Mit Hilfe von (x) wird jetzt die obige Behauptung induktiv iiber k& bewiesen.

Essei k=1. (Zu zeigen ist: |a4y;| < % fir i =0,...,3.)
az = %(az —ay) = %;
a4:%(a3—a2):—i, a5:%(a4—a3):—%,
a6 = 3(as —as) = =75 a7 = L(ag — as) = 33;
Also |agy| <L fiir i=0,...,3.



Induktionsvoraussetzung fiir k:
Wenn 1 <m <k und ne€{dm+i:i=0,...,3}, sogilt: |a,| < 2%
Wir zeigen die Behauptung fiir £+ 1. Sei ne€ {4(k+1)+i:i=0,...,3}.

1. Fall: n =4k + 4.
Nach (%) und der Dreiecksungleichung erhélt man:

|an| = |asp4a] < %(|a4k+1| + |ag-1])
< %(2% + 2,}71) (nach Induktionsvoraussetzung)
S
2. Fall: n=4k+4+14, i« =1,2,3. Dann gilt analog wie im ersten Fall:
|anl = laarrari] < §(laamriel + lage-144])
< §(or T 50)  (demn 4k — 14> dk)
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of+2 = ok+1°
Folglich ist (a,) eine Nullfolge.
(Hieraus folgt bereits, dal (a,) eine Cauchyfolge ist, wenn man den Satz zur Verfiigung hat,
dafl konvergente Folgen stets Cauchyfolgen sind.)
Wir zeigen die ,,Cauchy-Eigenschaft mit Hilfe der Definition.
Dazu sei € > 0 und k € IN so grof3, dafl 2% < %
Weiterhin sei ng := 2¥ und n > ng beliebig. Dann gilt offenbar:

o < ol e < et <

Dem Hinweis entsprechend zeigen wir induktiv tiber n (n > 2):

_ED" 22
an = 5o-1r 5t 3

Sei n = 2; dann ist (_1)n-%+%=l-2+%:1:a2.

2n—1 2 3
Fiir ein n > 2 gelte die Behauptung bereits; wir zeigen sie fiir n + 1.
Ap4+1 = %(an + anfl)
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Offensichtlich ist (a, — %) eine Nullfolge, also a, — %



