Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.4 Unendliche Reihen

4.11 Fiir welche reellen Zahlen z sind die folgenden Reihen konvergent: 12/4/11/1
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Loésungshinweis zu Aufgabe 4.11 Seien a,, b,, ¢, die n-ten Summanden der Reihen 12/4/11/2
(a) - (c).
(a) Fir |z <1 ist 11m|a"+1| = |x| und somit Y a, absolut konvergent.

Fir z =1 ist |a”+1| , also Y a, absolut konvergent.

Fir |z > 1 ist Zan (absolut) konvergent.

(b) Fir |z| <3 ist (b,) keine Nullfolge und somit Y b, nicht konvergent.
Fiir |z| > 3 ist lim {/|b,| = |%|2 < 1. Folglich ist b, absolut konvergent.

(¢) Fir |z| > 1 ist (¢,) keine Nullfolge, also 3 ¢, divergent.

Fir |z <1 ist \%| = |z|"*! — 0, also Y ¢, absolut konvergent.
Losung zu Aufgabe 4.11 12/4/11/3
a) Essel a,:= il . Wir benutzen das Quotientenkriterium.
(a) T a1t (14 an) @
Bsist |t = 1 Py o) <1 st lim 2" =0, also
Qp ‘1 +znt | T—00
: An41| _ || _
lim an | = Ty ] lz| < 1.

Folglich ist > a, (absolut) konvergent.
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Ist x =1, so ist :%::q<1 fiir alle n.

n

Somit ist »_a, (absolut) konvergent.

Es sei jetzt |z| > 1. Dann ist
142 > 1= |2 — oo,
n—oo
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Folglich ist eine Nullfolge und somit »_a, (absolut) konvergent.

Die Reihe konvergiert also fiir alle x # —1.



(b)

. 2n+1 .
Es sei a, := (%) und x # 0 beliebig, aber fest.
Fir |z| <3 ist |%| > 1. Folglich ist (]a,|) keine Nullfolge und somit » a, nicht

konvergent.
Es sei jetzt |z| > 3, also |§] <1 und somit |§|2 < 1. Wir benutzen das Wurzel-

kriterium. Es ist
& — nof|3]2n+1 — |32, »/|3
Vlanl = {12122 =27 f/12].
Folglich ist
im — |312.0im #/|3| = |3]?
lim {/[an| = [2[*-lim {/|2] = [2]* < 1.

Damit ist »_a, fiir alle |z| > 3 (absolut) konvergent.

Sei a, = 2™,
Fiir |z| > 1 ist (a,) offenbar keine Nullfolge und somit Y a, nicht konvergent.

Es sei jetzt |z| < 1. Wir benutzen das Quotientenkriterium. Es ist

Qa
n+1 ’n—i—l — 0
Qnp

an+1

= |z und daher lim

n

Fiir |z] <1 ist also »_a, (absolut) konvergent.



