Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.5 Reelle Funktionen; Stetigkeit

5.4 Essei f:IR— IR und a,b € R. Zeigen Sie: 12/5/4/1
Ist f injektiv und stetig in [a,b], dann ist f streng monoton in [a,b].

Losung zu Aufgabe 5.4 Aus der Injektivitit von f in [a,b] folgt f(a) < f(b) oder 12/5/4/3
f(b) < fla).
1. Fall: f(a) < f(b). Wir zeigen, dafl f streng monoton wichst.
Angenommen, f ist in [a,b] nicht streng monoton wachsend, dann existieren
ai,as € [a,b] mit a; < as und f(ay) > f(az).
Wir nehmen eine erneute Fallunterscheidung vor:
(a) f(b) < flaz). Wegen f(a) < f(b) ist f(a) < f(az) < f(aa).
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ € (a,ay), so dafi f(c) = f(a2).
Das widerspricht der Injektivitat von f.

(B) f(az) < f(b); dann ist f(a1) < f(b) oder f(b) < f(a1) und schlieflich
flaz) < f(ar) < f(b) oder f(az) < f(b) < f(ar).

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢ € (aq,b), so dafi f(c) = f(a;) oder
es existiert ein ¢ € (ay,as), so da f(c) = f(b). In jedem Falle erhélt man einen
Widerspruch zur Injektivitit von f. Folglich ist f streng monoton wachsend.

2. Fall: f(b) < f(a). Hierfur zeigt man vollig analog wie im ersten Fall, daf f in [a, b]
streng monoton fallt.



