Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.5 Reelle Funktionen; Stetigkeit

5.7 Man untersuche, ob die folgenden Funktionen Umkehrfunktionen besitzen
und bestimme sie ggf.:

(a) f(x) =45 fir  f:[0,00) = [0,1),
(b) f(z)=¢" fir f:[0,00) — [1,00),

(c) flx)=v2zx—1 fur f: [%,oo) — [0, 00).

Lésung zu Aufgabe 5.7 Eine injektive Funktion f : M — N besitzt eine Umkehr-
funktion f~': N — M.

Fir alle x € M und y € N gilt: f(z) =y < [ }y) =x.

Um die Umkehrfunktion zu berechnen, ist also die Gleichung f(z) = y nach x auf-
zulosen. Will man Funktion und Umkehrfunktion mit Hilfe des gleichen x-y-Koordina-
tensystems darstellen, sind die Variablen z,y in der Gleichung f~!(y) = = zu vertau-
schen, so daf sich fir f~!:= g als Umkehrfunktion y = g(z) ergibt.

(a) Wir zeigen zunéchst, dal f injektiv ist. Dazu seien 1, x9 > 0. Dann gilt:

f(ffl) = f(xQ) — xlxjrl = z;cil

< T1X9+ X1 = T1X9 + X9
< T1 = Tsy.

Wir 16sen die Gleichung f(z) = %H =y nach z auf. Es ist
y=o17 ylx+1)—2=0
— z(y—1)+y=0
= =
y—1
Durch z = f(y) = —y—gl bzw. y=g(z) = ——%5 ist die gesuchte Umkehr-

funktion von f gegeben.

(b) Offenbar ist f streng monoton wachsend, folglich ist f injektiv.
Wir 16sen jetzt die Gleichung y = e*® nach z auf. Fiir = > 0 ist
Yy = e = Iny =2*Ine = 2?
<= x =/lny. (x ist nicht negativ !)
Also durch z = f'(y) = /Iny bzw. y = g(x) = VInz ist die Umkehrfunktion
von f gegeben.

(¢) f ist wiederum streng monoton wachsend und somit injektiv. Fiir = > % losen wir
die Gleichung y = +/2x — 1 nach z auf. Es ist

2
y=vV2r -1 = )  =2r—1 — x:y;—l.
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Durch z = f'(y) = il R y=g(zr) = 2 +1 gt die Umkehrfunktion von
f dargestellt.




