Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.5 Reelle Funktionen; Stetigkeit

5.15 (a) Essei f(z)=+v122 -2+ 3z +4 mit f:[v2,00) = R.

Beweisen Sie, dafl es ein a € [\/5, o0) gibt, so dafl f(a) = 7.

(b) Beweisen Sie: Ist f:[a,b] — [a,b] stetig, dann gibt es ein x € [a, b],
so dafl f(x) ==.

Losung zu Aufgabe 5.15

(a)

(Wir benutzen den Zwischenwertsatz.) Es ist

FV2) = V3V2+4<6+4<T.
Weiterhin ist
f(8) = V62 + V28> V49 =T1.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein a mit v2 < a < 8, so daB f(a) = 7.

Wenn f(a) =a oder f(b) =b, dann gilt die Behauptung.
Es sei nun f(a) # a und f(b) # b. Wegen f : [a,b] — [a,b] ist dann f(a) > a
und f(b) < b. Wir definieren eine Teilmenge M von [a,b] wie folgt:

r €M < z € [a,b] und fir jedes y mit a <y <z ist f(y) > y.
Wegen a € M ist M nicht leer und offenbar durch b nach oben beschrankt. Nach
dem Satz von der oberen Grenze existiert ein ¢ € [a,b], so daB ¢ kleinste obere
Schranke von M ist.
Behauptung: f(c) = c.
Sei (x,) eine Folge mit z, < ¢ und z, — c.
(Giibe es eine solche Folge nicht, so wire ¢ = a. Nach Definition von M existiert dann eine Folge
(yn) mit a = ¢ <y, <b, y, — c und f(y,) < yn. Folglichist f(a) = nli_}n;(J flyn) < nli_}n;(J Yn = @,
Widerspruch !)
Nach Voraussetzung ist x,, < f(z,) und somit

c= lim z, < lim f(z,) = f(c).
Offenbar ist dann ¢ < b, denn f(b) < b.
Nach Definition von M gibt es fiir jedes © > ¢ ein y mit ¢ < y < z, so daf
fly) < y. Wir bilden jetzt eine Folge (y,) mit ¢ < y, < b, vy, — ¢ und
f(yn) < y,. Dann gilt:

m f(yn) = f(c) < lim y, = c.

Insgesamt erhélt man also ¢ < f(c) < ¢ und somit f(c) = c.
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