
Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.5 Reelle Funktionen; Stetigkeit

5.19 Beweisen Sie: 12/5/19/1

(a) sin(x + y) = sinx cos y + cosx sin y.

(b) cos(x + y) = cos x cos y − sinx sin y.

Lösung zu Aufgabe 5.19 12/5/19/3

(a) Nach Definition von sin gilt:

sin(x + y) =
∞∑
n=0

(−1)n · (x+ y)2n+1

(2n+ 1)!

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
·
( n∑
ν=0

(
2n+1
ν

)
xνy2n+1−ν

)
:= (?).

Weiterhin gilt:

sinx cos y + cosx sin y

=
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
·
∞∑
n=0

(−1)n y2n

(2n)!
+
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
·
∞∑
n=0

(−1)n y2n+1

(2n+ 1)!

=
∞∑
n=0

∑
i+j=n

(−1)i x2i+1

(2i+ 1)!
· (−1)j y2j

(2j)!
+
∞∑
n=0

∑
i+j=n

(−1)i x
2i

(2i)!
· (−1)j y2j+1

(2j + 1)!

=
∞∑
n=0

(−1)n
∑
i+j=n

x2i+1y2j

(2i+ 1)!(2j)!
+
∞∑
n=0

(−1)n
∑
i+j=n

x2iy2j+1

(2i)!(2j + 1)!

=
∞∑
n=0

(−1)n
∑
i+j=n

(
x2i+1y2j

(2i+ 1)!(2j)!
+ x2iy2j+1

(2i)!(2j + 1)!

)

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

∑
i+j=n

((
2n+1
2i+1

)
x2i+1y2j +

(
2n+1
2i

)
x2iy2j+1

)

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

n∑
ν=0

(
2n+1
ν

)
xνy2n+1−ν = (?)

Folglich gilt die Behauptung.

(b) Es ist

cos(x + y) =
∞∑
n=0

(−1)n · (x+ y)2n

(2n)!

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

( n∑
ν=0

(
2n
ν

)
xνy2n−ν

)
:= (??).

Weiterhin gilt:

cosx cos y + sinx sin y

=
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
·
∞∑
n=0

(−1)n y2n

(2n)!
−
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
·
∞∑
n=0

(−1)n y2n+1

(2n+ 1)!



=
∞∑
n=0

∑
i+j=n

(−1)i x
2i

(2i)!
· (−1)j y2j

(2j)!
−
∞∑
n=0

∑
i+j=n

(−1)i x2i+1

(2i+ 1)!
· (−1)j y2j+1

(2j + 1)!

=
∞∑
n=0

(−1)n
∑
i+j=n

x2iy2j

(2i)!(2j)!
−
∞∑
n=0

(−1)n
∑
i+j=n

x2i+1y2j+1

(2i+ 1)!(2j + 1)!

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

∑
i+j=n

(
2n
2i

)
x2iy2j +

∞∑
n=0

(−1)n+1

(2(n+ 1))!

∑
i+j=n

(
2(n+1)
2i+1

)
x2i+1y2j+1

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!

∑
i+j=n

(
2n
2i

)
x2iy2j +

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!

∑
i+j=n

(
2n

2i+1

)
x2i+1y2j+1

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!

∑
i+j=n

((
2n
2i

)
x2iy2j +

(
2n

2i+1

)
x2i+1y2j+1

)

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

n∑
ν=0

(
2n
ν

)
xνy2n−ν := (??).

Damit gilt auch diese Behauptung.
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