Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.6 Der n-dimensionale ... Raum ...

6.5 Essei M die Menge aller Folgen t = (to,t1,%2,...) aus Nullen und Einsen. 12/6/5/1
Fir s = (so, s1, 52, ) und t = (to,t1,ta,...) aus M sei

ofs.) =y ot (*)

1=0

Die Abbildung f : M — M sei definiert durch f( (to, t1,ta, .. )) = (t1,to,t3,...).
(a) Zeigen Sie, dafl die Reihe (%) konvergiert und o eine Metrik auf M ist.

(b) Berechnen Sie den Abstand von s = (0,0,0,...) und ¢=(0,1,0,1,...).

(c) Zeigen Sie

i. Wenn s; =t; fir i =0,...,n, so o(s,t) < 21,1
ii. Wenn n > 1 und o(s, t) 2,“ so s;=t; fuir i=0,...,n—1.
(d) Untersuchen Sie, ob die Abbildung f stetig ist.
Lésung zu Aufgabe 6.5 12/6/5/3

O, fiir S; — tz‘,

<1 fi .
1 fiir s £ L also |s; — ;| <1 fiir alle ¢

(a) Esist |s; — 1] :{

Fol i i 5 lsi— 4l
glich ist 2 eine konvergente Majorante von ; 5
Offenbar ist o(s,t) > 0. Fir s =t ist stets s; = t; und damit o(s,t) = 0.
Fiir s #t ist s; # t; fur wenigstens ein i; also o(s,t) > 0.
o(s,t) = o(t, s) ist trivial.
Es sei nun u := (ug, u, ug,...) € M.
Aufgrund der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen gilt: |s;—t;| < |s;—u;|+|u;—1;]
— u7| + |Uz —

t.
. i konvergent.
27,

fiir alle 4. Wegen |s; — w;| + Ju; — t;] <2 ist > 5
i=0

Folglich gilt:

o(s,t) = i Jo: =

—l—Z'ul .tl—g(s u) + o(u,t).

Mg

i=0 i=0 i=0
(b) Bsist ofs,?) :iﬂﬂ Y i( ) =2
(¢) Wenn s; =t; fir i=0,...,n, so
o(s,t) = i:i:;rl |si — 21_ 2n+1 Z |Sz+n+1 - tz+n+1| < 2n+1 Z
Angenommen, si # t; firein k € {0 ,n— 1} dann ist |sk—tk| = 1 und somit

o(s,t) > ik > im Widerspruch zu g(s t) <

2n—1 2”

(d) Essei £>0, n sogrof, daff 55 <c und §:= 27}“ .



Wenn o(s,t) < # =90, so s; =1t; fir i=1,...,n+ 1. Folglich ist

o oo o
o(f(s), f(1)) = 27|5“27; sl= ‘5“21- =l < ST D 5 = g <€
i=0 1=0

i=n+1




