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Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.6 Der n-dimensionale ... Raum ...

6.13 Welche der folgenden Mengen sind kompakt ? 12/6/13/1

(a) A =
⋃
n∈ZZ

(
n− 3

5
, n + 3

5

)
in IR,

(b) A = {0} ∪
( ⋃
n∈IN\{0}

[
1

2n+ 1
, 1
2n

])
in IR,

(c) A = {(x1, x2) : x1, x2 ∈ [0, 1]} in IR2,

(d) A = {(x1, x2) : x1, x2 ∈ [0, 1] ∩ lQ} in IR2,

(e) A = {(x1, x2) : x2 ≤ 2x1 + 1} in IR2.

Lösung zu Aufgabe 6.13 Eine Teilmenge A ⊆ IRk ist kompakt gdw A in IRk
12/6/13/3

beschränkt und abgeschlossen ist.

(a) Offenbar ist A in IR nicht beschränkt und damit nicht kompakt.

(b) Da A offensichtlich beschränkt ist, bleibt nur noch die Abgeschlossenheit nachzu-
weisen.
Sei a ein Häufungspunkt in A. Ist a = 0, so ist a ∈ A.
Sei nun a 6= 0 und (ai) eine Folge in A mit ai → a. Wegen ai ∈ A ist ai ≥ 0,
also o.B.d.A. ai > 0.
Dann existiert ein n0, so daß a > 1

2n0
. Folglich ist auch ai > 1

2n0
für fast alle i

=⇒ ai ∈ [1
3
, 1
2
] ∪ . . . ∪ [ 1

2n0 + 1
, 1
2n0

] := An0 .

An0 ist eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen, also selbst abge-
schlossen. Folglich ist a ∈ An0 ⊆ A und somit A abgeschlossen.

(c) Offenbar ist A beschränkt in IR2.

Sei (a, b) ein Häufungspunkt in A und
(
(xi, yi)

)
eine Folge in A mit (xi, yi)→

(a, b). Wegen xi → a, yi → b und xi, yi ∈ [0, 1] sind auch a, b ∈ [0, 1], also
(a, b) ∈ A. Folglich ist A kompakt.

(d) Es ist 0 <
√
2
2

< 1 und
√
2
2

/∈ lQ. Sei (xi) eine Folge in [0, 1] ∩ lQ mit xi 6=
√
2
2

,

xi →
√
2
2

und yi = xi. Dann ist
√
2
2

ein Häufungspunkt von {xi : i ∈ IN} und(√
2
2
,
√
2
2

)
ein Häufungspunkt von {(xi, yi) : i ∈ IN} ⊆ A, der nicht zu A gehört.

Folglich ist A nicht abgeschlossen und damit nicht kompakt.

(e) A ist nicht beschränkt in IR2 und daher nicht kompakt.


