Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.6 Der n-dimensionale ... Raum ...

6.13 Welche der folgenden Mengen sind kompakt ?

(a) A= (n—%,n—i—%) in R,

neZ

A={tu( U [5h70)) n R
neN\{0}
= {(21,22) : 71,22 € [0, 1]} in R

{(z1,29) 1 21,2, €[0,1]NQ} in R?,
{(z1,29) : 23 < 22, + 1} in R
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Losungshinweis zu Aufgabe 6.13 Sei A C R*. A ist kompakt <= A ist be- 12/6/13/2
schrankt und abgeschlossen.

(a)
(b
(c
(d

)
)
)
(e)

A ist nicht beschrénkt.

A ist beschrankt und abgeschlossen.
A ist beschrankt und abgeschlossen.
A ist nicht abgeschlossen.

A ist nicht beschrankt.

Losung zu Aufgabe 6.13 Eine Teilmenge A C R* ist kompakt gdw A in RR”
beschrinkt und abgeschlossen ist.

(a)
(b)

Offenbar ist A in IR nicht beschréinkt und damit nicht kompakt.

Da A offensichtlich beschréankt ist, bleibt nur noch die Abgeschlossenheit nachzu-
weisen.

Sei a ein Haufungspunkt in A. Ist a =0, so ist a € A.

Sei nun a # 0 und (a;) eine Folge in A mit a; — a. Wegen a; € A ist a; > 0,
also 0.B.d.A. a; > 0.

Dann existiert ein ng, so dal a > ﬁ Folglich ist auch a; > 2—7110 fiir fast alle ¢
= a; € [%’%]U”'U[qutl’f}zo] = Ay,

A,, ist eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen, also selbst abge-
schlossen. Folglich ist a € A,, C A und somit A abgeschlossen.

Offenbar ist A beschrinkt in IR%.

Sei (a,b) ein Haufungspunkt in A und <(xz,yz) eine Folge in A mit (x;,y;) —
(a,b). Wegen z; — a, y; — b und z;,y; € [0,1] sind auch a,b € [0,1], also
(a,b) € A. Folglich ist A kompakt.
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(d) Esist 0 < g <1 und g ¢ Q. Sei (z;) eine Folge in [0,1] NQ mit z; # @,

2
xT; — g und y; = x;. Dann ist g ein Haufungspunkt von {x; : i € N} und

(?, g) ein Haufungspunkt von {(z;,v;) : ¢ € N} C A, der nicht zu A gehort.
Folglich ist A nicht abgeschlossen und damit nicht kompakt.

(e) A ist nicht beschrinkt in IR? und daher nicht kompakt.



