Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.7 Differentialrechnung (1 Verénderliche)

7.17 Zeigen Sie mit Hilfe des 1. Mittelwertsatzes (der Differentialrechnung) : 12/7/17/1
(a) Fir jedes z,y € R gilt: |sinz —siny| < |z — y|,
(b) Fiir jedes x,y € R gilt: |arctanz — arctany| < |z — y|,

(¢) Fir x>0 gilt: 1er<11r1(1—|—:1:)<:1:.

Losung zu Aufgabe 7.17 12/7/17/3

(a) Fiir x =y ist die Behauptung trivial. Es sei nun = # y. Nach dem Mittelwertsatz

: sinx — sin Lo .
ist Tyy = cosz fiir ein z zwischen = und y. Also

|sinz —siny| = |z — y|-|cos z| < |z —yl.
1
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(b) Fiir x =y gilt die Behauptung offenbar. Es sei z # y. Wegen (arctanz) =

gilt nach dem Mittelwertsatz: arcwni _Zrcmny = 1+1 > fiir ein 2z zwischen x
- z
und y. Also
arctanz — arctany| = |z — y|- —L— < |z —y|.
| yl=lo =yl =7 <lv—yl

(¢) Sei f(z) =In(1+2). Wir benutzen den Mittelwertsatz fiir y = 0 < . Dann gilt:
fl@)—f(0) _ In(1+2)—Inl _ In(1+z) _ Fi(2) = 1

x—0 x x 142
fiir ein z mit 0 < z < x. Folglich ist
Lo 1 _hlre) 1 1, also I <In(l+z)<z.
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