
Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.7 Differentialrechnung (1 Veränderliche)

7.19 Berechnen Sie mit Hilfe des Taylorschen Satzes: 12/7/19/1

(a) cos 1
10

, so daß der Fehler ≤ 10−6 wird,

(b) ln 2, so daß der Fehler ≤ 10−1 wird,

(c) e
1

100 , so daß der Fehler ≤ 10−6 wird.

[Hinweis: Man betrachte bei Aufgabe (b) die Funktion ln(1 + x).]

Lösungshinweis zu Aufgabe 7.19 Es sei Rn(x) das Restglied in der Taylorschen 12/7/19/2

Formel. Dann gilt für die entsprechenden Funktionen in (a) - (c):

(a) |Rn(x)| ≤ 1
(n+ 1)! · 10n+1 ; somit leistet n = 4 das Verlangte.

(b) |Rn(x)| ≤ 1
n+ 1

; n = 9 leistet das Verlangte.

(c) |Rn( 1
100

)| ≤ 4
(n+ 1)! · 102n+2 ; n = 2 leistet das Verlangte.

Lösung zu Aufgabe 7.19 Nach dem Taylorsche Satz (vgl. 7/2/9) gilt: 12/7/19/3

f(x) =
n∑

i=0

f (i)(a)
i!
· (x− a)i + Rn(x),

wobei Rn(x) =
f (n+1)(a+ ϑ(x− a))

(n+ 1)!
· (x− a)n+1 und 0 < ϑ < 1.

(a) Für f(x) = cos x ist

f ′(x) = − sinx, f ′′(x) = − cosx, f ′′′(x) = sinx, f (4)(x) = cos x und

f (4n+i)(x) = f (i)(x).

Wir setzen a = 0, dann ist

f(a) = 1, f ′(a) = 0, f ′′(a) = −1, f ′′′(a) = 0, f (4)(a) = 1, f (4n+i)(a) = f (i)(a).

Offenbar ist stets |f (n)(x)| ≤ 1; somit gilt für x = 1
10

|Rn(x)| = |f (n+1)(a+ ϑ(x− a))|
(n+ 1)!

·
(
1
10

)n+1
≤ 1

(n+ 1)! · 10n+1 .

Schließlich gilt für n = 4

|Rn( 1
10

)| ≤ 1
5! · 105

< 10−6. Also

cos 1
10
≈

4∑
i=0

f (i)(0)
i!
· 1i = 1− 1

2! · 102
+ 1

4! · 104
.



(b) Sei f(x) = ln(1 + x). Induktiv über n ≥ 1 zeigt man leicht:

f (n)(x) = (−1)n+1 · (n− 1)!

(1 + x)n
.

Für a = 0 und x = 1 ist

|Rn(x)| = 1
(n+ 1)!

· |(−1)n| · n!
(1 + ϑ)n+1 · 1

n+1 = 1
(n+ 1) · (1 + ϑ)n+1 ≤ 1

n+ 1
.

Wählt man n = 9, so ist |Rn(1)| ≤ 1
10

. Folglich ist

ln 2 ≈
9∑

i=0

f (i)

i!
=

9∑
i=1

(−1)i−1

i
.

(c) Sei f(x) = ex. Dann ist f (n)(x) = ex. Für a = 0 und x = 1
100

gilt:

|Rn( 1
100

)| = e
ϑ

100

(n+ 1)!
·
(

1
100

)n+1
≤ 4

(n+ 1)!·102n+2 .

Wählt man n = 2, so ist |Rn( 1
100

)| < 10−6. Also

e
1

100 ≈
2∑

i=0

f (i)(0)
i!
·
(

1
100

)i
= 1 + 1

100
+ 1

2 · 1002
.
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