
Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.8 Differentialrechnung (mehrere Veränderliche)

8.5 (a) Für f(x, y, z) = ln(x3 + y3 + z3 − 3xyz) beweise man, daß 12/8/5/1

fx + fy + fz = 3
x+ y + z

.

(b) Für f(x, y, z) = 4πa3√
x2 + y2 + z2

beweise man, daß ∆f := fxx + fyy + fzz = 0.

Lösungshinweis zu Aufgabe 8.5 (a) fx(x) + fy(y) + fz(z) = 3
x3 + y3 + z3 − 3xyz

· 12/8/5/2

(x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz) = 3
x+ y + z

.

(b) ∆f := fxx +fyy +fzz = 4πa3(x2 +y2 +z2)−
5
2 (3x2 +3y2 +3z2−3x2−3y2−3z2) = 0.

Lösung zu Aufgabe 8.5 Sei x = (x, y, z). 12/8/5/3

(a) Für f(x) = ln(x3 + y3 + z3 − 3xyz) ist

fx(x) = 1
x3 + y3 + z3 − 3xyz

·(3x2 − 3yz),

fy(x) = 1
x3 + y3 + z3 − 3xyz

·(3y2 − 3xz),

fz(x) = 1
x3 + y3 + z3 − 3xyz

·(3z2 − 3xy).

Folglich ist

fx(x) + fy(y) + fz(z) = 3
x3 + y3 + z3 − 3xyz

· (x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz).

Wegen

(x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz)·(x+ y + z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz

ist

fx(x) + fy(y) + fz(z) = 3
x+ y + z

.

(b) Sei g(x) = (x2 + y2 + z2)−
1
2 . Dann ist

gx(x) = −x(x2 + y2 + z2)−
3
2 ,

gy(y) = −y(x2 + y2 + z2)−
3
2 ,

gz(z) = −z(x2 + y2 + z2)−
3
2

und somit

gxx(x) = −(x2 + y2 + z2)−
3
2 + 3x2(x2 + y2 + z2)−

5
2

= (3x2 − x2 − y2 − z2)(x2 + y2 + z2)−
5
2 .

Analog erhält man

gyy(x) = (3y2 − x2 − y2 − z2)(x2 + y2 + z2)−
5
2 und

gzz(x) = (3z2 − x2 − y2 − z2)(x2 + y2 + z2)−
5
2 .

Folglich ist



∆f := fxx+fyy +fzz = 4πa3(x2+y2+z2)−
5
2 (3x2+3y2+3z2−3x2−3y2−3z2)

= 0.
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