Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.8 Differentialrechnung (mehrere Verinderliche)

Ca? =y .
8.9 Essei f:R* = R mit f(x,y) = {MJ z? + y? fiir (2, ) # (0,0), 12/8/9/1
0 sonst .
Bilden Sie (falls existent) alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung
von f.

Was lét sich {iber die gemischten Ableitungen aussagen?
Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem Inhalt des Satzes von Schwarz.

Losungshinweis zu Aufgabe 8.9 Fiir (z,y) # (0,0) gilt: 12/8/9/2
fo(z,y) = m‘(f@ +42y* — ),
fa:x(gja y) = ‘(—4l‘3y3 + 121’y5),

1
@2+ 12)°
fry(xay) = (T/ziyz):s

fy(xjy) = m(lﬁ _ 4$3y2 . l’y4),

(2% + 92ty? — 9%yt — 9F),

Jyy(z,y) = m-(—mxf’y + 4$3?/3)a
fya(,y) = m'(ﬁ + 9zy? — 9z?y* — o).

Die gemischten Ableitungen stimmen iiberein; da f,, f,, fz, existieren und f,, stetig
ist, folgt dies schon aus dem Satz von Schwarz.

Fir x =y =0 ist

f2(0,0) =0 = f,(0,0) und f,,(0,0) =0= f£,,(0,0).
Weiterhin gilt:

f1y(0,0) = —1 und f,,(0,0) = 1.

Die gemischten Ableitungen stimmen nicht iiberein. Da f;, fy, fuy, fye existieren, sind
fay und fy, in (0,0) nicht stetig.

3, _ 3
Losung zu Aufgabe 8.9 Esist f(x,y) = { zxgarzg iilisst(j%y) 7 (0,0), 12/8/9/3
1. Fall: (z,y) # (0,0). In diesem Fall lassen sich die partiellen Ableitungen nach den
iiblichen Differentiationsregeln bilden, also
fo(z,y) = m (322 — v*) (22 + o) — (2%y — 2y®)-21)
= e @y =),

fea(,y) = m ((42®y + 829) (22 + 4?) — (a'y + d2%y® — %) 4x)



e (@8 + 92ty? — 92yt — f),

(@* +y?)
Toles9) = Gy (0% = 30p) (@ +07) = (2% — ) 2p)
= i (@ 42y —ayt),
foy(z,y) = m-((—&ﬁy — day?)(2® + y?) — (2° — dady? — xy4)-4y)
— 7(1: J}y ) (—122%y + 423y?),
fya(T, ) 2 er [k (5z* — 122%y% — y*)(2* + y*) — (2 — 4a®y? — xy4)-4x>
= AT +y 5 (2% + 92%y? — 922yt — ¢°).

Die gemischten Ableitungen stimmen iiberein. Aus dem Satz von Schwarz (vgl. 8/2/2)
hétte man dies schon schlieflen kénnen aufgrund der Existenz von f,, f,, fzy und der
Stetigkeit von f,.

2. Fall: z =y = 0. Wir untersuchen zunéchst

z—0 z—0 y—0 y—0

Esist f(z,0) = f(0,0) =0= f(0,y). Folglich gilt:

f2(0,0) =0 = f,(0,0).

Wir betrachten jetzt die Limites der Differenzenquotienten von f,(z,0), f.(0,v), fy(x,0)
und f,(0,y) an der Stelle 0. Es ist

fz((E,O) — fz(070) =0 = fy(ovy) — fy(oao)
z—0 y—0

und somit f,,(0,0) =0, f,,(0,0) =0. Weiterhin gilt:

f2(0,y) — f(0,0) _ _%4 — 1 und fy(z,0) — £,(0,0) _ % -1
y—0 Y z—0 T

also f;,(0,0) = -1 und f,,;(0,0) = 1.

)

Fiir diesen Fall stimmen die gemischten Ableitungen nicht iiberein. Da f;, f,, fzy, bzw.
fye existieren, sind f,, bzw. f,, in (0,0) nicht stetig.



