Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.8 Differentialrechnung (mehrere Veridnderliche)
8.11 Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf lokale und globale Extrema:
(a) flz,y)=a*+(y—1)?% -2<2<2, —2<y <2
(0) flay)=z-y+30+3 1<z<10, 1<y <10,

(c) flz,y)=sinz+siny+sin(z—y), 0<z<F, 0<y<

rol

Losungshinweis zu Aufgabe 8.11 (a) f besitzt an der Stelle ¢ := (0,1) ein lokales
Minimum der GréBe f(¢) = 0;
f besitzt kein globales Maximum. Ein Vergleich mit den Funktionswerten auf
dem Rande des Definitionsbereiches zeigt, dafl f(¢) gleichzeitig globales Mi-

nimum ist.
An den Stellen (42, —2) besitzt f ein globales Maximum der Grofie
F(£2,-2) = 13.

(b) An der Stelle ¢:= (5,2) besitzt f ein lokales Minimum der Groie f(¢) = 30;
f besitzt kein globales Maximum. Ein Vergleich mit den Funktionswerten auf
dem Rande des Definitionsbereiches zeigt, dafl f(¢) gleichzeitig globales Mi-
nimum ist.

An der Stelle (10,10) besitzt f ein globales Maximum der Grofie
£(10,10) = 107.

(¢) f besitzt kein lokales Extremum (im Inneren des Definitionsbereiches).
Die Einbeziehung der Funktionswerte auf dem Rande zeigt:
[ besitzt an den Stellen (0,y) mit 0 <y < § ein globales Minimum der

Grofle 0 und an der Stelle (%, %) ein globales Maximum der GroBe 1+ /2.

Losung zu Aufgabe 8.11 Sei ¢ ein innerer Punkt des Definitionsbereiches von f und
fey(@©) (@)

Ist D > 0, dann besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Extremum, und zwar ein lokales

Minimum bzw. Maximum, falls f,.(¢) > 0 bzw. f..(¢) < 0 (vel. 3/2/22). Um die glo-

balen Extrema der Funktion f zu finden, betrachten wir f auch auf dem Rand des

Definitionsbereiches, insbesondere in den Eckpunkten der rechteckigen Bereiche.

(a) Sei f(x,y) =2*+(y—1)*> und —2 <z <2, —2 <y < 2. Wir bestimmen zunéchst
die kritischen Punkte.
Esist f,(z,y) =2z und f,(x,y) = 2(y—1). Daraus ergibt sich der einzige kritische
Punkt ¢:= (0,1). Nur dort kann f ein lokales Extremum besitzen (vgl. 8/3/18).
Es ist

D = fo.(¢)- f,(©) — f2(6) =22—0=4>0 und f,.(c)=2>0.
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Folglich besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Minimum der GréBe f(0,1) = 0.

Wir betrachten jetzt f auf dem Rand des Definitionsbereiches.

Sei v =42 und —2 <y <2, also f(&£2,y): =g (y) =4+ (y — 1)~

Wir untersuchen g¢; (als Funktion der Veranderlichen y) auf lokale Extrema.
Hny)=2y-1)=0 < y=1 und gf(y)=2>0.

Folglich besitzt ¢g; an der Stelle y = 1 ein lokales Minimum der Gréfie ¢;(1) =4

(dies ist nach unserer Definition kein lokales Extremum von f(z,y) — vgl. 8/3/17).

Sei jetzt y = —2 und —2 < x <2, also f(z,—2) := go(x) = 22 + 9.
gh(r)=2r=0 < x=0, und gy(x)=2>0;

somit besitzt g, in z =0 ein lokales Minimum der Gréfle g»(0) = 9.

Schliellich sei y =2 und —2 <z <2, also f(x,2) := g3(x) = 2% + 1.
g5(x)=2r=0 <= =0, und g4(x)=2>0;

folglich besitzt g in =0 ein lokales Minimum der Gréfle g3(0) = 1.

Zur Bestimmung der globalen Extrema haben wir zum Vergleich noch die Funkti-

onswerte von f in den 4 Eckpunkten heranzuziehen:
F(£2,-2) =13 und f(£2,2) = 5.

Insgesamt erhélt man somit: f besitzt genau ein lokales Minimum an der Stelle

¢ =(0,1) der GroBe f(¢) =0 und kein lokales Maximum. f(¢) ist gleichzeitig glo-

bales Minimum von f. An den Stellen (£2,—2) besitzt f ein globales Maximum

der Grofe f(£2,—-2) = 13.

Sei f(x,y):nyr%OJr% und 1< 2<10, 1 <y<10. Esist

fw(xay):y_%v fy($7y>:x_§7(2)a
fm<x7y) = %a f:vy<x7y) =1= fyx(xay) und fyy(way) = z*g
Aus y — i—g =0 und z— 5—8 = 0 ergeben sich die kritischen Punkte. Es ist
50. 4 3
y— 4036 =O:y(1—y§) < y=0 oder y=2

(y = 0 scheidet als Losung aus, liegt nicht im Inneren des Definitionsbereiches);

also y =2 und z = 5. Einziger kritischen Punkt ist ¢ = (5,2). Weiterhin ist
D = fuu(2) fyy(e) — f2,(2) = %-3—2 ~1=3>0 und f.,(@ >0.
Folglich besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Minimum der Grofie
— 50 20 _
f(5,2) = 10+ = + 5 = 30.
Wir untersuchen jetzt f auf dem Rande des Definitionsbereiches.
Sei =1 und 1 <y <10; also f(l,y):=¢gi1(y) =y + 50 + Zy—o Es ist
R =1-8=0 = y=22/5
(—2v/5 scheidet als Losung aus, liegt nicht im Definitionsbereich)
9iy) = ‘;%3 = ¢{(2v/5) > 0.

g1 besitzt an der Stelle y = 2v/5 ein lokales Minimum der GroBe
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g1(2V5) = 2\/3+50+% = 50 + 4v/5.

Sei =10 und 1<y <10, also f(10,%) := g2(y) = 10y +5 + % Dann ist
gé(@/) =10 — 2%] =0 <= y= :l:\/§. (—+/2 scheidet als Losung aus)
95(y) = 3%3 = ¢4 (vV2) > 0.

go besitzt in y = /2 ein lokales Minimum der Gréfle

0:(v2) = 10V2+5+ 2L =54 20V2.

Es seijetzt y =1 und 1 <z <10, also f(z,1) :=g3(x) =2+ % +20. Es ist
g5(x) =1— 2—2 =0 <= 1z ==45v2 (—5V2 scheidet als Losung aus)
gi(x) =1 = gi(5v/2) > 2.

g3 besitzt in x = 5v/2 ein lokales Minimum der Gréfle

93(5v/2) = 5v/2 + % +20 = 20 + 10V/2.

SchlieBlich sei y = 10 und 1 < x < 10, also f(z,10) := g4(x) = 10x + %O + 2.
Dann ist
gy(x) =10 — % =0 <= x=+V5 (—V5 scheidet als Losung aus)

di(x) =190 — g(v/5) >0

g4 besitzt in x = V5 ein lokales Minimum der Grofie

0(v/5) = 10v/5 + 5L +2 =2+ 2075,

Wir betrachten noch f an den Eckpunkten des Definitionsbereiches.
f(1,1) =1450+20=71, f(1,10) =10+ 50 + 2 = 62,
f(10,1) =104+ 5+ 20 =35, f(10,10) =100+ 5+ 2 = 107.

Damit erhélt man insgesamt: f besitzt genau ein lokales Minimum an der Stelle
¢t = (5,2) der GroBe f(5,2) =30 und kein lokales Maximum. f(¢) ist gleichzeitig
globales Minimum von f. An der Stelle (10,10) besitzt f ein globales Maximum
der GroBle f(10,10) = 107.

Sei f(z,y) =sinz+siny+sin(z—y) und 0<z<F, 0<y<

Es ist
fe(x,y) = cosx + cos(x — y), fy(x,y) = cosy — cos(x — ),
fro(2,y) = —sinz —sin(z —y), foy(2,y) = sin(z —y) = fr.(z,y),
fy(z,y) = —siny — sin(z — y).

Aus cosz + cos(x —y) =0 und cosy — cos(z — y) = 0 erhidlt man

vl

cosx +cosy =0, also cosz =cosy =20

(denn fiir 0 <z < 7 ist stets cosz > 0).
Folglich ist z =y = % Der einzige kritische Punkt (%, %) liegt nicht im Inneren
von D(f). Damit besitzt f kein lokales Extremum.
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Wir untersuchen f auf dem Rande von D(f).
Sei =0 und 0 <y < 7T also

f(0,y) :== g1(y) = siny + sin(—y) = siny — siny = 0.
Sei x:% und ogygg, also

[(5.y) == g2(y) = 1+ siny +sin(5 —y).
Dann ist

T _

g5(y) = cosy — cos(g —y) =0 = cosy = cos(y — g) = cos(y —¥),

also y = % Weiterhin ist

gg(y):—siny—sin(g—y) _— gé’(%)=—281n2<0_

go besitzt in y = % ein lokales Maximum der Grofie

92(%) =1+ 2sinf =1+ V2,
Sei y=0 und 0 <z < T also f(z,0):= g3(x) = 2sinz. Dann gilt:

— 2’
g5(z) =2cosx =0 = o = % (x = % liegt nicht im Inneren von D(gs3)).
Sei nun y:g und OSxS%, also

f(z,5) := ga(x) = sinx 4 1 4 sin(x — 7).

™

gy(xr) = cosx 4 cos(x — §) = 0 besitzt keine Losung, folglich hat g, keinen
kritischen Punkt.

Wir betrachten noch f in den Eckpunkten con D(f).

f£(0,0) =0, f(0, 5) =sing —i—sin(—g) =0, f(g,()) =2, f(g, 5) =2
Insgesamt erhélt man: f besitzt kein lokales Extremum. An den Stellen (0,y) mit
0 <y < 7 besitzt f ein globales Minimum der Grée 0 und an der Stelle (7, %)

ein globales Maximum der GroBe 1+ v/2.



