Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.10 Integralrechnung (n Verinderliche)

10.4 Es sei [a,b] ein Intervall in R, ¢, ¢ : [a,b] — IR seien stetig in [a, b], 12/10/4/1
und es gelte ¢(x) < (z) fir alle = € [a,b]. Weiterhin sei
B:={(z,y): a<x<b, p(x) <y <1P(x)} (r-einfacher Bereich).
Zeigen Sie: B ist kompakt.

Loésung zu Aufgabe 10.4 Wir beweisen zunéchst die Beschrianktheit von B. 12/10/4/3
Nach Voraussetzung sind ¢ und ¢ in [a,b] stetig. Folglich besitzt insbesondere v ein
Maximum M und ¢ ein Minimum m in [a,b]. Fir alle (z,y) € B gilt somit:

a<zr<b und m<y<M.
Folglich ist B beschrankt.

Es bleibt die Abgeschlossenheit von B nachzuweisen. Dazu sei (o, ) ein Haufungs-
punkt von B. Es geniigt zu zeigen, dafl («, 3) € B.

Es sei (x,,y,) eine Folge in B mit (z,,y,) — («, (), also auch z, — «a, y, —
und a <z, <b, p(z,) <y, < Y(z,). Offenbar ist a < a < b; es geniigt zu zeigen:
pla) < B < P(a).

Angenommen, [ < p(a) oder ¥(a) < p.

Wir fithren f < ¢(«) zum Widerspruch; der Fall ¢ («) <  wird analog behandelt.
Sei € >0 und € < ¢p(a) — . Da ¢ stetig ist in [a,b], ist auch ¢(x) — [ —e dort stetig
und ¢(a) —f—e > 0. Folglich existiert eine Umgebung Us(«), so dal p(z)—F—¢e >0
fir alle x € Us(«) (vel. 6/3/11), also () > f+¢. Insbesondere ist y,, > o(x,) > f+¢
fiir alle Folgeglieder (z,,y,). Die Umgebung (o —d,a+0) x (8 —¢,5+¢) enthilt also
kein Folgeglied und somit ist (a, #) kein Haufungspunkt von B. 'A/ !



