Wolter/Dahn: Analysis Individuell

Kapitel 12
Aufgabensammlung

12.10 Integralrechnung (n Verinderliche)

10.5 Man beweise Satz 10.7 (10/2/8 — dreifach iterierte Integrale iiber Quadern):

Sei D = [a,a*] x[b,b*] x [¢,c*] und f(x,y,z) in D integrierbar. Ist f(xz,y,z) fir
jedes fixierte = € [a,a*] (als Funktion von y,2) in [b,b*] X [¢,¢*] := D’ integrierbar
und F(z) := //f(x,y, z) dydz (als Funktion von x) in [a, a*] integrierbar, dann ist

D *
// f(z,y, 2) dedydz = /(/ flz,y,2) dydz)dx
D a D

Losung zu Aufgabe 10.5 Seien 3, = (ag,-.-,an11), 32 = (bo,---,bms1),
(co, ..., Cry1) Zerlegungen der Intervalle [a,a*], [b,b*] bzw. [c,c*], Dij, := [a;, aiy1]
[0, bj+1] X [cv, cus1], Djy i=[bj,bja] X [ev,copa] und 3 ={Dj :0<i<n, 0<j

m, 0 <v <k}
Dann ist mit Hilfe des Satzes 10.1 (10/1/3) leicht nachzuweisen, dafl

//fxy, dydz—ZZ/fxy, dydz.

J=0v= OD

Folglich ist

/a*F(x) d — /a(/ f(x,y,2) dydz)dx
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Fir alle 7 € D und h;j, = mf f(@), Hi, = sup f(T), gilt stets:

Dijy ZED;ju

hij, < f(z) < H;;, und somit nach Satz 10.2 (10/1/11)

his D, < ([ f(2,y,2) dydz < Hy, D,

Folglich ist

Qit+1
hi]'V.D;'V'(aiJrl - ai) S / ( //f(xa Y, Z) dyd2>d.’ﬂ S HijV'D;V.(ai+1 - ai)'
D;jy @i D;V Dijy

Summiert man die Ungleichungen nach ¢, 7, v, so erhélt man
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Da f in D integrierbar ist, unterscheiden sich nach dem Riemann-Kriterium Ober- und
Untersumme von f bei geeigneten Zerlegungen um beliebig wenig. Nach Definition des
Integrals gilt stets:

$16) < [[] 1(w,9.2) dudydz < 3,3).

Folglich ist

// f(z,y,2) dedydz = /“*(//f(x’y,Z) dydz)dx



