Wolter/Dahn: Analysis Individuell 1

Kapitel 12

Aufgabensammlung

12.1 Grundbegriffe der Mengenlehre und der Logik 12

1.1 X, Y, Z seien beliebige Mengen. Beweisen Sie: 12/1/1/1

(a) XNYUZ)=(XNY)U(XnNZ),

)
(b) XU(YNZ)=(XUY)n(XUZ),
() XN(XUY)=X,
(d) XU(XNY)=X.

Loésungshinweis zu Aufgabe 1.1 Der Beweis benutzt nur die Definitionen von Durch- 12/1/1/2
schnitt, Vereinigung und Gleichheit von Mengen und die elementaren Eigenschaften der
Konnektoren: und, oder, gdw.

Losung zu Aufgabe 1.1 12/1/1/3

(a) zeXNYUZ) <= zeX undzeYUZ

re€X und (x €Y oder z € Z)

(reX und z €Y) oder (r € X und x € Z)
reXNY oder x e XNZ
re(XNY)Uu(XnZ).

re€X oder xeYNZ

reX oder (x €Y und z € 2)

(x€ X oder x€Y) und (x € X oder x € Z)
(e XUY) und (zx € XUZ)
re(XUuY)n(XuZ).

(¢) Offenbarist XN (XUY) C X.
Wegen X C X UY ist auch X C X N(XUY) und somit X N(XUY)=X.

(d) Offenbar ist X C X U (X NY).
Wegen X NY C X ist auch X U (X NY)C X und somit XU (X NY)=X.

(b) z€ XU NZ)

[

1.2 Essei M eine Menge. Fiir X C M sei stets C(X) das Komplement von X bez. 12/1/2/1
M. Zeigen Sie, daf} fiir beliebige Teilmengen X, Y, Z C M gilt:
(a) C(XUY)=C(X)NnC(Y),

)
(b) C(XNY)=C(X)uC(y),
() C(X)\Y =C(XUY),
d) X\(YUZ)=XNCYUZ)=(X\Y)N(X\Z)=XNCY)NC(2).

Losungshinweis zu Aufgabe 1.2 Der Beweis benutzt nur die Definitionen von Durch- 12/1/2/2
schnitt, Vereinigung, Differenz und Gleichheit von Mengen und die elementaren Eigen-
schaften der Konnektoren: und, oder, gdw, nicht.

Lésung zu Aufgabe 1.2 12/1/2/3



(a) € C(XUY) <= ze M\ (XUY)

reM und x ¢ X UY
reM und x ¢ X und z €Y
reM\X und ze M\Y

x € C(X) und z € C(Y)

r e C(X)NCY).

reM\(XNY)

reMund x ¢ X NY

z€M und (x € X oder x €Y)
reM\X oder zre M\Y

x € C(X) oder x € C(Y)

z e C(X)UC(Y).

(c) 1€eCX)\Y <= 2€C(X) und 2 €Y
< rxeM\X und z €Y
< rxeMund x¢€ X und z €Y
< zeMund 2 ¢ XUY
<<= re M\ (XUY)
— € C(XUY).

(d) Wir zeigen zundchst X\ (YU Z)=XNC(Y UZ).

reX\(YUZ) <= zrzeX und 2 ¢gYUZ

<— rxeX und € CYUZ)

reXNCYUZ).

Wir zeigen jetzt X NC(Y UZ) =(X\Y)N (X \2).
reXNCYUZ) <= ze€X und € C(YUZ)
reX und ze€ M und 2 ¢Y UZ
reX und v €Y und 2 ¢ 7
reX\Y und x e X\ Z
ze(X\Y)N(X\2).
)N(X\Z)=XNCY)NC(Z) zu beweisen.
< zeXund z¢Y und x ¢ Z
< zr€X und z€ C(Y) und z € C(Z)
= e XNCY)NC(2).

(b) ze€C(XNY)

prorre ooy

(NN

Es bleibt noch (X \
ze(X\Y)N(X\Z

S~

1.3 Es sei M eine Menge. Fir X C M sei stets C(X) das Komplement von X 12/1/3/1
bez. M. Weiterhin sei S = {X; : i € I} ein System von Mengen mit X; C M.
Zeigen Sie:

() ¢(UX:) =NCxo),

<m<%qxozgax»



Loésungshinweis zu Aufgabe 1.3 Der Beweis benutzt nur die Definitionen von Durch- 12/1/3/2
schnitt und Vereinigung beliebig vieler Mengen, das Komplement, die Differenz und die
Gleichheit von Mengen, sowie die elementaren Eigenschaften der Konnektoren: und,

oder, gdw und der Quantoren: es gibt ein, fiir jedes.

Losung zu Aufgabe 1.3 Fiir [ X; bzw. [ JX; schreiben wir im Folgenden einfach 12/1/3/3
el i€l

(a) e CUX;) < ze M\ UX;

reM und x € JX;

x €M und x ¢ X; fiir jedes i € [
xr € C(X;) fur jedes i € [

r € NC(X;).

reM\NX;

re€M und x € N X;

re€M und z ¢ X; firein 1 € 1
r e C(X;) firein i €1

(b) z€C(NX,)

1reee 1oty

1.4 XY, Z seien Mengen von reellen Zahlen, so dafl 12/1/4/1
X={z:-1<z<1l}, Y={r:1<2<3}, Z={z:2<z<4}.
Geben Sie die folgenden Mengen an:

() XNYNZ, (d) C(Xuz)ny,
(b) (XUY)nZ, (e) (Y\Z)UuX,
() XU(YnZz), f) Y\ (ZUX).

Loésungshinweis zu Aufgabe 1.4 Der Beweis benutzt nur die Definitionen von Durch- 12/1/4/2
schnitt, Vereinigung, Differenz und Gleichheit von Mengen und die elementaren Eigen-
schaften der Konnektoren: und, oder, gdw, nicht.

Losung zu Aufgabe 1.4 12/1/4/3
(a) zeXNYNZ <= —-1<z<lund 1<z<3und 2<z<4
< 2<z und x <1;
also XNYNZ=0.

(b) e (XUY)NZ < (x€ X oder x€Y) und z € Z
<— (-1<z<loder 1<z<3)und 2<z<4
< 2<z und z < 3;

also (XUY)NZ={z:2<z <3}
(c) zeXU(YNZ) < —1<z<loder (1<zx<3und 2<z<4)
< —1<z<1oder (2<zx und z < 3);
also XU(YNZ)={z:—-1<z<1}U{z:2<xz <3}



(d) 2eC(XUZ)NY <= 2R\ (XUZ) und z €Y
< z€Rund 2 ¢ (XUZ) und z €Y
reY und v ¢ X und z ¢ Z

<
<= 1<z <3 und (z< -1 oder 1 <z) und (z <2 oder 4 <x)
<

(1<2<3) und (x <2 oder 4 <x)
— 1<z <2

also C(XUZ)NY ={x:1<z <2}

(e) e Y\2)UX < (z €Y und 2 ¢ Z) oder x € X
<“— (1§x§3 und (x < 2 oder 4§x)) oder —1<z<1
<« 1<zx<2o0der 4<z<3oder -1<z<l1
— 1<z <2
also Y\Z)UX ={x:—-1<z <2}
(f) 2eY\(ZUX) <= zcY und e € ZUX
< ze€Y und (x ¢ Z und z ¢ X)

< 1<z <3 und (z <2 oder 4 <z) und (z < —1 oder 1< z)

— 1<z 2

also Y\ (ZUX)={z:1<x<2}.

1.5 Essei M ={X; : i€} ein System von Mengen mit der Eigenschaft ﬂ X; = 0.
iel
Beweisen oder widerlegen Sie (durch Angabe eines Gegenbeispiels) die folgende Aussage:
Es gibt zwei Mengen X;, X; € M, so daB X;NX; = 0.

Losungshinweis zu Aufgabe 1.5 Durch ein Gegenbeispiel 148t sich die Aussage wi-
derlegen.

Losung zu Aufgabe 1.5 Gegenbeispiel: Essei I =IN und X; :={z € R: 0 <z <

H%} fiir alle ¢+ € IN. Dann ist offenbar ﬂ X; =0, aber fiir je zwei Indizes 4,7 € I
iel

gilt stets X; NY; # 0.

1.6 Untersuchen Sie mit Hilfe von Wertetabellen, ob die folgenden Aussagen giiltig
sind:
(a) (WA — B)A (A — —-B) — A,
(b)) (A=>B)A(B—=C)— (A—C)

Losungshinweis zu Aufgabe 1.6 Mit Hilfe der elementaren Eigenschaften der be-
nutzten Konnektoren zeigt man in beiden Féllen, dafl die Aussagen giiltig sind.

Losung zu Aufgabe 1.6

12/1/5/1

12/1/5/2

12/1/5/3

12/1/6/1

12/1/6/2

12/1/6/3



(a) Essei p:=(nA— B)A (A — -B) und ¢ :=p — A.
A|B|-A|-A— B|-B|-A— -B|y|¢
ww\ F w F w wWiw
W\ F| F w w w wiw
FW|wW w F F F\W
FIF|W F w w F\W

Die Aussage ist giiltig.
(b) Essei ¢ :=(A— B)A(B—C) und ¢ :=¢p — (A— C).

A/B|C|A—-B/B—=Clp|A=C|vY
WWwW W\ W w W W W
WW|F| W F |F| F W
W F\W| F w |\F| W |[W
W|F|F F w |\F| F W
FIWWw| W w o \w w W
FIWIF| W F |F| W W
FIFW| W w o \w w W
FI\F\F| W w W W W
Die Aussage ist giiltig.
1.7 Untersuchen Sie, ob folgende Aussagen dquivalent sind: 12/1/7/1

(a) A<>B; (A— B)A(B— A),
(b)) A— B; B— A,
(¢) A= B; =B — -A.

Losungshinweis zu Aufgabe 1.7 Mit Hilfe der elementaren Eigenschaften der be- 12/1/7/2
nutzten Konnektoren berechnet man entsprechende Wertetabellen. Es gilt:

(a) Die Aussagen sind dquivalent.
(b) Die Aussagen sind nicht dquivalent.

(c) Die Aussagen sind dquivalent.

Losung zu Aufgabe 1.7 Wir berechnen dazu entsprechende Wertetabellen. 12/1/7/3
(a) Es gilt:

A|B|A+< B|/A— B|B—A|(A— B)AN(B— A)

wiw,| W w W W

W|F F F w F

P \w F w F F

F|F w w |44 w

Die Aussagen sind &dquivalent.



(b) Es gilt:

A|B|A—-B|B—= A
wiwi| W W
W\ F F w
FW| W F
FIF| W w

Die Aussagen sind nicht dquivalent.

(c) Es gilt:

A|B|A— B|-~B|-A|-B — —-A
ww| W | F|F %%
W\ F F |W|F F
FWwyl W | F W w
FIF| W [W|W w

Die Aussagen sind dquivalent.

1.8 (leicht geéinderte Fassung) Man gebe zu folgenden Aussagen je eine logisch dquiva- 12/1/8/1

lente Alternative an (falls existent) und beweise die Gleichwertigkeit. (Hierbei soll eine

Alternative hochstens die logischen Zeichen —,V enthalten und — hochstens vor A oder B

stehen.)

(a) =(=AA=B),

(b) A— B,

Losungshinweis zu Aufgabe 1.8 (a)

(b) A— B=-AVB.

(c) Es gibt keine Alternative mit den geforderten Eigenschaften.

Losung zu Aufgabe 1.8

(a) Esist

—\(—\A A —\B) =--AVvV--B

=AV B

(b) Esist A— B=-AV B, denn

A|B|A— B|-Al-AV B
wwi w | F w
W\ F F F F
Wy w oW w
FIF| W W] W

Die Aussagen sind gleichwertig.

(¢) Angenommen, es gibt eine derartige Alternative. Dann wire —(A — B) zu einer
der folgenden Alternativen dquivalent: AV B, AV -B, -AV B, -AV —B.

Es gilt:

(¢) =(A— B).

~(~AN-B)= AV B.

12/1/8/2

12/1/8/3



1.9

Al B A—)B—!(A%B)A\/BA\/—!B—!A\/B -AV-B
wiwi W F w w w F
W F F w w w F w
FWi W F W F |44 w
FF w F F w w w

Aus der Wertetabelle geht hervor, da§ —(A — B) zu keiner der Alternativen
dquivalent ist.

Es sei R eine zweistellige Relation in IR.
Verneinen Sie die folgenden Aussagen und fiithren Sie die jeweilige Verneinung so
weit wie moglich aus:
(a) Fiir alle z € R gibt es ein y € R mit (x,y) € R.
(b) Nicht fiir jedes « € R gibt es reelle Zahlen y;,ys mit y; # yo und
(x,y1) € R und (x,y2) € R.
(c) Es existiert ein x € R, so daf fiir alle y € R gilt: (x,y) ¢ R.

(d) Fiir jedes = € R gibt es genau ein y € R mit (z,y) € R.

12/1/9/1

Losungshinweis zu Aufgabe 1.9 Die Losung ergibt sich in jedem Fall durch einfache 12/1/9/2
Negation der Quantoren.

Losung zu Aufgabe 1.9

(a)

(b)

1.10

Nicht(fiir alle = € R gibt es ein y € R mit (z,y) € R) <=
es gibt ein = € R, so daf fiir jedes y € R gilt: (z,y) ¢ R.

“

[Hinweis: , fiir alle ... “ und ,fiir jedes ... * werden hier synonym gebraucht.]

Da die Aussage schon negiert ist, entsteht durch erneute Verneinung eine doppelte
Negation; die gewiinschte dquivalente Aussage ist somit:

Fiir jedes € R gibt es reelle Zahlen y1,y2 mit y; # yo und (z,y;) € R und
(l’, yQ) € R.

Nicht (es existiert ein x € R, so daf fiir alle y € R gilt: (z,y) ¢ R) =
fir jedes z € R gibt es ein y € R, so dal (z,y) € R.

Die Negation von: ,es gibt genau ein ...“ ist ,es gibt kein ... (bzw. nicht(es gibt
ein) ...)“ oder ,es gibt zwei ... “. Folglich gilt:

Nicht (ﬁir jedes x € R gibt es genau ein y € R mit (z,y) € R) —

es gibt ein =z € R, so daf3 (es gibt kein y € R mit (z,y) € R oder es gibt ein

y1 € R und es gibt ein y5 € R, so dal y; # yo und (z,y;) € R und (z,ys € R))

Betrachten Sie in einem rechtwinkligen (z,y)-Koordinatensystem die Geraden
g1, g2, g3 mit den sie darstellenden Gleichungen
g1:y=—x+8 Go:y=3; g3:y=x+5.

7

12/1/9/3

12/1/10/1



Durch diese Geraden wird ein Dreieck bestimmt. Entscheiden Sie, welche der fol-

genden Aussagen wahr sind !

Die inneren Punkte dieses Dreiecks sind alle Punkte, fiir deren Koordinaten (z,y)

gilt:

(a) y>—x+38
(b) y>-—-x+38
() y<—z+38
(d) y<—-z+38

oder y <3
und y <3
und y >3
oder y >3

Losungshinweis zu Aufgabe 1.10

(b) falsch,
(c¢) wabhr,

(d) falsch.

Losung zu Aufgabe 1.10 Wir berechnen zunéchst die Schnittpunkte der Geraden,
um eine Vorstellung von dem resultierenden Dreieck zu erhalten:
—r+8=3 <= 1z =>5; im Punkt (5,3) schneiden sich g; und gs.
r+5=3 <= z=-2; im Punkt (—2,3) schneiden sich g, und gs.
—r+8=a+5 < x=23; im Punkt (%, %) schneiden sich g; und gs.

57
Y
“ 91

oder y>ux+5,
und  y >z +5,
und y<z+5,
oder y <ax+5.

(a) falsch,

gs

(_27 3)

g2

(a) trifft nicht zu, da kein Punkt (z,y) mit y < 3 innerer Punkt des Dreiecks sein

kann.

(b) Hier kann die gleiche Argumentation wie unter (a) verwendet werden.

12/1/10/2

12/1/10/3



()

(d) Wiére (d) richtig, so miite z.B. (0,0) innerer Punkt des Dreiecks sein, was der

trifft zu, denn fiir jeden inneren Punkt (x,y) des Dreiecks gilt offenbar: y > 3;
weiterhin liegt (z,y) unterhalb von ¢, also y < —z + 8 und unterhalb von g,
also y < x + 5.

Bedingung y > 3 widerspricht.

1.11 Beweisen Sie durch vollstédndige Induktion, daf:

(a) (14+2)" > 1+ nx firalle x > —1, (Bernoullische Ungleichung)

(b) 124224 4+n?= n(n+1)6(2n+1)'

Losungshinweis zu Aufgabe 1.11 Die Induktion ist leicht ausfiithrbar.

Losung zu Aufgabe 1.11

(a)

1.12

1. Anfangsschritt: n = 0; hierfiir ist die Ungleichung offenbar erfiillt.

2. Induktionsvoraussetzung: Fiir n gelte die Behauptung bereits.

3. Induktionsbehauptung: Es gilt auch (1+z)"** > 1+ (n+ 1)z.

Es ist
(14" =1 +2)"(1+2)

(1+nz)(1+x)

1+ + nz + na?

1+ (n+ 1)z

AVARIIAVAN

1. Fiir n =1 ist die Gleichung erfiillt.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.

3. Wir zeigen: 12 +22+ ...+ (n+1)? = (n+ 1)(n—g2)(2n+3)'
Es ist

(n+1)(n+2)(2n+3) (2n® + 9n* + 13n + 6)

1
6

(2n° +3n® +n) + £(6n° + 121 + 6)
nn+1)2n+1)+n*+2n+1

D= D= Sy

n+1

n—i—l Zz

|

.
I
—

Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion:
(a) Fir alle nattirlichen Zahlen n > 1 gilt: 4" 4+ 15n — 1 ist durch 9 teilbar.

(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 3 gilt: 2" + 1 > n?.

Losungshinweis zu Aufgabe 1.12 (a) Im Induktionsschritt geniigt nachzuweisen,
da 3-4™ 4+ 15 durch 9 teilbar ist. Dies erfolgt durch eine erneute Induktion.

(b)

Im Induktionsschritt geniigt nachzuweisen, dal 2" > 2n + 1 fiir n > 3.
Dies zeigt man leicht durch eine erneute Induktion.

9

12/1/11/1

12/1/11/2

12/1/11/3

12/1/12/1

12/1/12/2



Lésung zu Aufgabe 1.12 12/1/12/3

(a) 1. Fir n=1 ist 4" 4+ 15n — 1 durch 9 teilbar.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.
3. Wir zeigen: 4" +15(n+ 1) — 1 ist durch 9 teilbar.
Esist 4" +15(n+1)—1=4"+15n—1+3-4" + 15.
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung ist 4™ 4+ 15n — 1 durch 9 teilbar.
Es geniigt also nachzuweisen, dal auch 3-4" + 15 durch 9 teilbar ist.
Offenbar geniigt zu zeigen: 3|(4™ + 5).
Dies beweisen wir durch eine erneute Induktion.
() Fir n=1 ist 4" +5=19 durch 3 teilbar.

(B) Fiir n gelte die Behauptung bereits.
(7) Wir beweisen 3|(4""! + 5).

Es ist 4" +5 = 4" + 5+ 3 - 4". Nach Induktionsvoraussetzung ist 4™ + 5 durch
3 teilbar und offenbar teilt 3 auch 3 -4"; folglich gilt die Behauptung.

(b) 1. Fiir n = 3 ist die Ungleichung richtig.
2. Fiir ein n > 3 gelte die Behauptung bereits.
3. Wir zeigen 2"*1+1 > (n+1)2
Es ist
20l 41 =2".241=2"4+142">n>+2"> (n+1)?
falls 2™ > 2n + 1 fiir n > 3. Dies zeigt man leicht induktiv {iber n.

1.13 Beweisen Sie: 12/1/13/1
(a) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1gilt: 1.3.2...2n=1 < 1

(b) Fiir alle n € N gilt: (277) > 2" wobei (Z) _ WLW

Losungshinweis zu Aufgabe 1.13 (a) Im Induktionsschritt geniigt zu zeigen, dal 12/1/13/2

Van+1 2n+2 =\ Bnt1)+1
Durch Quadrieren 148t sich die Ungleichung leicht verifizieren.

2(2n +1)
n+1

(b) Der Beweis befolgt problemlos; es geniigt, > 2 nachzuweisen.

Losung zu Aufgabe 1.13 Wir beweisen die Ungleichungen induktiv iiber n. 12/1/13/3

(a) 1. Fir n =1 ist die Ungleichung erfiillt.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.
3. Wir zeigen die Behauptung fiir n + 1. Es ist

1.3 on—1 2(n+1)-1 1.3 n—1 2n+1

2 47 2n 2(n+1) 2 14 2n 2n+2
V3n+1 2n+2

(nach Induktionsvoraussetzung)

10



N S— (dies ist noch nachzuweisen)
3(n+1)+1

Es ist
1 2n+1 - 1 s \/3n+4<2n—|—2
Van+l 20+2 = Bt ) +1 VIn+1 o~ 2n+1
3n+4 o Ant1)?
n+1 = (2n+1)32
120 +28n2 + 19n +4 < 12n® + 280 + 20n + 4 < 0 < n;

und dies gilt.

—

= Bn+49)2n+12<4Bn+1)(n+1)* <=

(b) 1. Fiir n =1 ist die Ungleichung erfiillt.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.
3. Wir zeigen: (2(”+1)) > ontl

n+1
Es ist
(2(n+1)) _ (2n + 2)! _ @n)! (@2n+1)(2n+2)
ntl ) (n+Din+1)  nll (n+1D(n+1)
n 2(2n+1) n  on+1
1.14 Beweisen Sie: 12/1/14/1

(a) Ist k€ N gerade, so ist k™ fiir jedes n € N durch 2" teilbar.
(b) Fiir jedes n € N mit n > 7 ist 3" < nl.

n

(c) Fiir jedes n € N gilt: > (2k —1)* = n@n-1@n+1)

3
k=1
Losungshinweis zu Aufgabe 1.14 Die Beweise lassen sich sehr leicht fiithren. 12/1/14/2
Losung zu Aufgabe 1.14 Die Beweise erfolgen induktiv iiber n. 12/1/14/3

(a) 1. Fir n =0 ist die Behauptung richtig.
2. Fiir n gelte bereits: 2"|k".
3. Wir zeigen: 2"+ g+,
Es ist k"*! = k".k. Nach Induktionsvoraussetzung ist k™ durch 2" teilbar.
Da k gerade ist, teilt 2 auch k. Also 2"F1[gn+L,

(b) 1. Fiir n =7 ist 3™ = 2187 und n! = 5040, also 3™ < nl.
. Fiir n gelte die Behauptung bereits.
. Wir zeigen: 3" < (n+1)!. Es ist

Ml =3".3<nl-3<n(n+1)=(n+1)

W DN

(¢) 1. Fiir n =1 gilt die Gleichheit.

2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.
n+1

3. Wir zeigen: » (2k —1)* = (n+ 1)(2n§ Den+3) gy st
k=1

11



- 3
_ n(2n—1)2n+1) +3(2n +1)
3
(2n+1)(n(2n — 1) + 3(2n + 1))
3
(2n+1)(n+1)(2n + 3)

3

1.15 Beweisen Sie, daf fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

(a) iiQ _n(n+ 1)6(2n + 1)7
i=1

n

o) Yoo = ()

n

(c) ;i(iil)zlfﬁtl'

Losungshinweis zu Aufgabe 1.15 Die Beweise lassen sich sehr leicht fiihren.

Losung zu Aufgabe 1.15 Die Beweise erfolgen induktiv iiber n.

(a) 1. Fiir n =1 ist die Gleichung richtig.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.

n+1
. ) ) o  (n+1)(n+2)(2n+3)
3. Wir zeigen: Z;z = 5
Es ist
= nn+1)2n+1)
Z i2 = 5 + (n+ 1)2 (nach Induktionsvoraussetzung)
i=1

:<’"L<2”6“)+(n+1))(n+1)

2

~ (n+2)2n+3)(n+1)
= 5 )

(b) 1. Fiir n =1 ist die Gleichung richtig.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.

n+1 9
3. Wir beweisen: ) i* = <(”+1)2("+2)> _

i=1

Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung erhélt man

ni:li?’ _ (n(nz—k 1)>2+(n+1)3 =(n+1)>2%. ((g)2+n+1)

- n 2 n n 2
~ntD .<n+2>z:(<+1>2<+2>> |
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(¢) 1. Fiir n =1 ist die Gleichung richtig.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.

n+1

; ; . 1 4 1
3. Wir zeigen: ;i(z’—kl)*l 2
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung erhilt man
n+1
1 .1 1 _ n-241 _ . 1
;MH) RIS R AR} (i) Bl POV YD) Bk R &

1.16 Es sei a eine reelle Zahl mit a # 0.
Zeigen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: > o' = 1 —a™"
=0

1—-a
Losungshinweis zu Aufgabe 1.16 Der Beweis erfolgt problemlos.

Losung zu Aufgabe 1.16 Der Beweis erfolgt induktiv {iber n.
1. Fiir n = 0 ist die Gleichung richtig.
2. Fiir n gelte die Behauptung bereits.

n+1 1 nt2
. . X —a
. Wir zeigen: at = .
3 g Z% 1—a
i—

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung ist

Zai_ 1 —gntt o — 1—a"t +(1—a)-a™! 1 gnt2
B o 1—a l1—a °

12.2 Reelle Zahlen
2.1 Es seien a,b € R. Zeigen Sie, daB8 (a + b)* > 4ab.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.1 Man benutzt die Eigenschaft 0 < (a — ).

Lésung zu Aufgabe 2.1 Wegen 0 < (a—b)? = a®>—2ab+0? ist 4ab < a*+2ab+1V* =
(a+b)2

2.2 Esseien aq,...,a, € R. Beweisen Sie die verallgemeinerte Dreiecksungleichung:

n n
‘Zai < Z la;].

i=1 i=1

Losungshinweis zu Aufgabe 2.2 Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sich die
Behauptung sehr einfach.

Losung zu Aufgabe 2.2 Der Beweis erfolgt induktiv iiber n
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(wir setzen die Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b| voraus).
1. Fiir n = 2 gilt die Behauptung aufgrund der Dreiecksungleichung.

2. Fiir n gelte die zu beweisende Ungleichung bereits.

n+1 n+1

3. Wir zeigen: ‘Zai‘ <> ail.
=1 =1

n

n
+la| <D lail + lan ] =) lail.
i=1

=1

n+1
Es ist ’ Z a;
=1

n n
< ’Zai+ai+1’ < ’Zai
i1 i=1

2.3 Beweisen Sie:
Sind a,b € R und ist 1 < a, dann existiert ein n € IN, so da} a™ > b.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.3 Man benutze die Bernoullische Ungleichung und
das archimedische Axiom.

Losung zu Aufgabe 2.3 (Im Beweis werden die Bernoullische Ungleichung und das Archimedische
Axiom benutzt.)

Essei a:=1+4 h; wegen a > 1 ist h > 0. Aus der Bernoullischen Ungleichung erhélt
man a™ = (1 +h)™ > 1+ mh > mh fiir jedes m € N. Wegen h > 0 existiert nach
dem Archimedischen Axiom ein n € IN, so dafl nh > b. Folglich gilt a" > b.

2.4 Zeigen Sie, daB fir a € R und a > 1 gilt:

a

\}<\/a—|—1—\/a—1.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.4 Die storenden Wurzeln werden durch (mehrmaliges)
Quadrieren beseitigt.
(Achtung: Vorzeichen der zu quadrierenden Terme beachten!)

Losung zu Aufgabe 2.4 Wegen a > 1 sind beide Seiten der zu beweisenden Unglei-
chung positiv. Folglich gilt nach Quadrieren:

4g<¢a+1—Va—1¢:>%<a+1—2¢w+hh—ﬂa—1:Qa—QVﬁ—l

VG
— 1<2a®—2aVa2 -1
— 2ava2 —1<2a®> —1 (beide Seiten positiv)
= 4a*(a® — 1) < 4a* — 4a®> + 1

<= 0 < 1; und dies gilt.

2.5 Fiir a,b € R zeige man:
(a) Wenn a,b >0, so Vab < QTH’

(b) Wenn a,b > 0, so %—%QZZ.
a
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(¢) Wenn a,b>0 und a-b=1, so a+b>2.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.5 Durch einfache Abschitzungen erhilt man die Be- 12/2/5/2
hauptungen.

Losung zu Aufgabe 2.5 12/2/5/3
(a) Esist
Vab < 30 = Vb <a+b <= 4dab <’ + 2ab+ 1’
< 0<a®—2ab+V* = (a—b*);
und die letzte Ungleichung gilt.
(b) Es ist
%—i—g:#ZQ > a®+ b >2ab <= a® —2ab+b* = (a—b)? > 0;
und dies gilt.

(¢) Wegen ab=1 ist b= %. Somit ist

a+b:a+%:a2;’122 = a*+1>20 <= a*—2a+1=(a—1)>>0;

und dies gilt.

2.6 Man bestimme die jeweilige Menge der reellen Zahlen z, die die folgenden Unglei- 12/2/6/1
chungen erfiillt:

3r+ 2 20+ 1 3z —3 2 1
(&) 573> +1 (b) 5573 > 5077 © #1> 7%

Losungshinweis zu Aufgabe 2.6 Es sei L die Losungsmenge der jeweiligen Unglei- 12/2/6/2
chung.

(a) L:{xEIR:x<—%}.

(b) L= (—%, %) U (1,4) (Vereinigung von Intervallen).

(¢) L=(-1,2)U(5,00) (Vereinigung von Intervallen).

Lésung zu Aufgabe 2.6 12/2/6/3

(a) (%) bezeichne die Ungleichung (a).
Wir nehmen zunéchst eine Fallunterscheidung vor; die Lésungsmenge fiir den i-ten
Fall wird mit L; bezeichnet.

1. 2243 >0, a180x>7%. Hierfiir gilt:
(%) <= 30 +2>(@+1)(22+3) =20 +52+3 <= 0>22°+22+1

2 1_ 1\, 1
~— O0>=x +x+§—<x+2> +q

Diese Ungleichung ist durch kein = € R erfiillt, also L; = ().
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2. 2043 <0, also z < —%. Hierfiir gilt:
2
(%) <= 3x+2<(z+1)22+3) < 0< (x—i—%) T

Diese Ungleichung gilt fiir alle z € IR, also Ly = {x ceR:z< —%}
Insgesamt erhilt man als Losungsmenge L = Lo.

(xx) bezeichne die Ungleichung (b).
Wir nehmen zunécht wieder eine Fallunterscheidung vor:

1.3z —=3>0und 22 +1>0 <= 2 >1 und a:>—% <= x> 1. Dann gilt:

(k) <= (224+1)0*>Br-3)? <= 22+1>32r-3 < 4>
Die Losungsmenge hierfiir L; = {z € R: 1 <z < 4}.

2.30-3>0und 20+1<0 < l<z<-L Nl L,=0

3.3t —3<0und 224+1>0 < z<1 und —1 <z < 1. Dann gilt:

2

2 _9\2 _ (2 _ 9.2

(xx) <= (2z+1)° < (3x —3)* = (3 — 32)
>0
<:>2:1:+1<3—3x<:>x<%.

Esist Ly={reR:-§ <z <2}

4. 3r—3<0und 22 +1<0 << z <1 und x<—% <= x<—%.
2
>

(%) = (1+22)>(3-32)* <= 1+22>3 -3z < = > £
Wegen x < —% und x > % ist Ly = 0.
Insgesamt erhilt man als Losungsmenge die Vereinigung von L; und Lg:

L=(-52)u(1,4).

(% x x) bezeichne die Ungleichung (c).
Es wird wieder eine Fallunterscheidung vorgenommen:

l.z4+1>0und r—2>0 < x> —1 und = > 2 <= x > 2. Dann gilt:
(x*x) <= 2(x—2)>x+1 < z>5.

Li={reR:z>5}

2.24+1>0und z—2<0 < —1 <z < 2. Dann gilt:
(x%x%) <= 2(x—-2)<zx+1 <= <5

Somit ist Ly ={r € R: -1 <z < 2}.

3.o+1<0und 2 -2>0 < 2<az<-1, M| Also Ly =0.

4. z+1<0und r—2<0 <= < -1 und r <2 <= x < —1. Dann gilt:
(kx%x) <= 2(r—2)>x+1 < z>5.

Also Ly={z e R:5 <z < -1} =0.

Die Gesamtlosungsmenge ist L = Ly U Ly = (—1,2) U (5, 00).
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2.7 Losen Sie die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen: 12/2/7/1

-1
(a) |2$a:+3|:% (b) [2z —1| <[z —1], (€) |z+2|+z—2| <12

Losungshinweis zu Aufgabe 2.7 Es sei L die Losungsmenge der jeweiligen Unglei- 12/2/7/2
chung. Durch geeignete Fallunterscheidung vermeidet man die Betrige.

(a) L={0,6}.
(b)L:{xGIR:O<x<%}.
(¢c) L={rx€R:—-6 <z <6}.

Lésung zu Aufgabe 2.7 12/2/7/3
(a) (%) bezeichne die Gleichung (a).
Wir nehmen folgende Fallunterscheidung vor:
l.z—1>0 <= 2>1 und |r— 1| =z — 1. Dann gilt:
(x) <= 3(r—-1)=22+3 <= +=6; L, ={6}.
2.2-1<0 <= <1 und |r—1] =1—2z. Dann gilt:
(x) <= 3(1—2)=22+3 < —bxr=0 <= x=0; Ly={0}.
Die gesamte Losungsmenge betragt L = {0,6}.

(b) (x%) bezeichne die Ungleichung (b).
Wir nehmen wieder eine Fallunterscheidung vor:

1.2z—1>0und 2—1>0 <= z>1und [22—1|=2z—1 und |[z—1| =z—1.
Dann gilt:
(kx) <= 2r—1<z—-1 < <0
also L; = 0.
22r—1>0und r—1<0 < %§x<1 und |2z — 1| =2z — 1 und
|r — 1| = 1 — z. Dann gilt:

(k) <= 20— 1<1l—2 < 31 <2 <= 2 < 2;

3
Ly={reR:}<z<2}]
3.2r—1<0 und 2 —1>0; also 1§x<%, 'A/' Ls = 0.
4. 2x—1<0und z—-1<0 <= x<% und [2z—1| =1-22 und |[z—1| =1—=z.
Dann gilt:

(k%) <= 1 -2 <1—2 < 0<uz;
also L4:{xEIR:0<x<%}.

Die Gesamtlosungsmenge betragt L = Lo U Ly = (0, %)
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(¢) (*x**) bezeichne die Ungleichung (c).
Wir nehmen wieder eine Fallunterscheidung vor:

lL.z42>0und 2—2>0 < z>2und |[z+2|=2+2 und |z —2| =2 —2.
Dann gilt:
(x%%) <= 24+24+2—-2<12 <= <6
also Ly ={r € R:2 <z <6}
2.242>0und 2 -2<0 <= -2<z<2und |z+2|=2+2 und
|z — 2| =2 — z. Dann gilt:
(kx%x) <= 2+242—-2<12 <= 0<§;
diese Ungleichung ist fiir alle z erfiillt. Also Ly = {z € R: =2 <z < 2}.
3.o+2<0und v -2>0 <= 2<a< -2, M Ly=0
4. 242<0und 2—-2<0 <= < -2 und |[z+2|=—2—2 und |z —2| =2—=x.
Dann gilt:
(x**x) <= —x—-2+42—-2<12 < z> —6;
also Ly={r € R: -6 <x < -2}
Die Gesamtlosungsmenge betrégt also L = L1 ULy,U Ly ={z € R: —6 < x < 6}.

2.8 Bestimmen Sie alle reellen Zahlen x, fiir die jeweils gilt: 12/2/8/1
(a) ‘|x|+1‘:2, (b) |z —1] < |2z + 5], () le+1]+|x—1] = x|

Losungshinweis zu Aufgabe 2.8 Es sei L die Losungsmenge der jeweiligen Unglei- 12/2/8/2
chung. Durch geeignete Fallunterscheidung vermeidet man die Betrige.

(a) L={-1,1}.

(b) L=R\{zeR:—6<z<-3}.

(¢) L={-2,0,2}.

Lésung zu Aufgabe 2.8 12/2/8/3

(a) (%) bezeichne die Gleichung (a).
Es gilt stets |z| +1 > 0, folglich ist ‘|x| + 1’ = |z| 4+ 1 und somit
(*) <= |z|+1=2 <= |z|=1.
Daraus ergibt sich als Losungsmenge L = {—1,1}.

(b) (xx) bezeichne die Ungleichung (b).
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

l.z—1>0und 2245>0 <= z>1und |[r—1|=2—1 und [22+5| = 22+5.
Dann gilt:

(xx) <= 2—-1<2x+5 <= —6<ux;
also Ly ={z € R: 1<z}
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2.2—1>0und 2r +5 <0 << 1§x§—%, 'A/'
Also L; = 0.
3.x—1<0und 2v+5>0 < —%§x<1 und |z —1|=1—2 und
|2z + 5| = 22 + 5. Dann gilt:

() <= 1—2<2x+5 << —

also ng{mEIR:—%§x<1}.

ol
IA

€,

4. 2—1<0und 22 +5<0 <= $<—% und |z —1|=1—2 und
|2z + 5| = —22 — 5. Dann gilt:
() <= 1—2 < -2r -5 < = < —6;
also Ly ={r € R:x < —6}.
Damit ist die Gesamtlosungsmenge L = L; U L3 U Ly = R\ (-6, —%)

(¢) (x**) bezeichne die Ungleichung (c).
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

1. z>1; somit [x+1|=2+1, |t —1]=2—1 und |z| = z. Dann gilt:
(x*x) <= x4+ 1+zx—1=2 <= x=0; also L; ={0}.

2. 0<z<1;somitist |[z+1]=a+1, [xr—1=1—2 und |z|==z.

Folglich ist:

(xx%) <= s+ 1+1—a0=2 <= x=2; also L, ={2}.

3. -1 <z <0; damitist [z +1|=2+1, [zt —1]=1—2 und |z| = —=.
Folglich ist:

(x%%) <= v+ 14+1—-—0=—2 < v=-2; also Ly ={-2}.
4. v < —1; somit ist [z +1|=—-2z—1, [t —1|=1—2 und |z| = —=.
Folglich ist:

(x%%) <= —x—14+1—0=—1r < x=0; also Ly = {0}.
Die Gesamtlosungsmenge ist L = {—2,0,2}.

2.9 Bilden Sie M NN, M UN, M\ N, N\ M fiir die folgenden Mengen von reellen 12/2/9/1
Zahlen:

M={zeR: |z—1|>|2z+3|}, N={xeR: |2x+3| <[4z —T|}.
Losungshinweis zu Aufgabe 2.9 Durch geeignete Fallunterscheidung vermeidet man 12/2/9/2
die Betrége. Es ist

M={reR:—-4<z<-2} N={reR:z<2}U{reR:5<az}.

Wegen M C N ist
MNN=M, MUN=N, M\N ={ und
N\M:{xelR:x§—4}U{x€|R:—%Sxﬁ%}U{IEIR:5<x}.
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Losung zu Aufgabe 2.9 Wir bestimmen die Mengen M, N und betrachten dazu 12/2/9/3
zunéchst die Ungleichung

(x) @ |z —1] > |22+ 3|.

Es werden folgende Fallunterscheidungen vorgenommen:

l.z2—=1>0 <= 2>1und |[r—1] =2 —1, |20+ 3| = 2z + 3. Dann gilt:
(x) <= z2—-1>22+3 <= —4>uzx.

Also L1 ={z e R:1 <z < -4} = 0.

2.r—1<0und 224+3>0 < —% <z<lund [z—1|=1—=z, |20+ 3| =2z+3.
Dann gilt:

() <= 1-2>20+3 <= —2>u
Also Ly ={reR: -3 <z < -2}.

3.2-1>0und 20+3<0 <= 1<z<-3 )/
Also Ls = (.

4. x—1<0und 22 +3<0 < x<—% und |z — 1| =1—2, |22+ 3| = —2z — 3.
Folglich gilt:

(*x) <= 1—2> -2 -3 <= z>—4.

Also Ly = {r € R: —4 <z < =3}, und schlieflich
M=LUL={reR:—4<z<-2}.

Es sei nun  (xx) : |22+ 3| < |4z — 7|

Wir nehmen auch hier wieder eine Fallunterscheidung vor.

1.2243>0und 42 —-7> 0 <= ng und 2z + 3| =2x+3, 4o —T7| =4z —T.
Folglich gilt:

(xx) <= 20+3 <4 -7 <= b <.
Also Ly ={r € R:5 < z}.

2.20+3<0und dv—7>0 <= T<z<-3 WM Ao L,=0.

[EVICURNEN

3.224+3>0und 42—-7< 0 <= —
Dann gilt:

<z < T und [2043] = 2043, [4-7| = T—4z.

() <= 2043 <T—dr <= <2

Also ng{xEIR:—%§x<%}.
4. 2+3<0und dr—-7<0 <= z < —% und [2x+3| = —2x—3, |40 — 7| = 7—4x.
Dann gilt:
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(3x) <= 20 —-3<T—4dzr < z <5.
Also Ly = {z € R: z < —3}, und schlieflich
N={zeR:z<Z}u{reR:5<u}.
Wegen M C N ist
MnN:M:{xelR:—4<x<—§}, MUN=N, M\N =0.
Weiterhin ist
N\M={reR:z<-4}u{reR:-3<zr<iluf{reR:5<ua}

3 —
2.10 Geben Sie (falls existent) Infimum und Supremum folgender Mengen an: 12/2/10/1
(a) {z € R:z'—32* -2z <0},
(b) {n €N :n#0},
(c) { :n €N und n;éO}
(d) { 1) :n €N und n;«éO},

{Zik n € N und n;«éO}.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.10 Es seien M,,..., M, die in den Aufgaben (a)- 12/2/10/2
(e) gegebenen Mengen.
) inf M, =0, sup M, = 2.
) inf M, =1, sup M, existiert nicht.
(¢) inf M, =0, sup M, = 1.
(d) inf My =0, supMd:%.
) infMe:%, sup M, = 2.

Loésung zu Aufgabe 2.10 12/2/10/3
(a) Essei p(r)=2*—32% — 2z und M, = {x € R: p(z) <0}.
Esist p(x) = x(2®*—32—2); durch ,probieren® erkennt man, da§ —1 eine Nullstelle
von p ist. Folglich ist 23 —3z—2 durch z+1 teilbar. Das verbleibende quadratische
Polynom hat die Nullstellen —1 und 2.
Folglich ist p(x) = z(z 4+ 1)*(z — 2).
Damit gilt: p(z) <0 <= z(z—2) <0.
1. Fall: x < 0; dann gilt:
2z —2)<0 & 1-2>0 < >2 Ao 2<2<0, M/
2.Fall: = > 0; dann gilt:
r(r—2)<0 <= 2-2<0 <= <2
Insgesamt p(z) <0 <= 0<z <2
Folglich ist inf M, =0 und sup M, = 2.
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(b) Essei M, ={n€IN:n#0}.
Dann ist inf M, = 1 und das Supremum von M, existiert nicht.

(c¢) Es sei MC:{% :n €N und n # 0}.
Dann ist offenbar inf M. =0 und sup M. = 1.

(d) Sei My = {1+ ) :n €N und n # 0}.
Fir n=1 bzw. n =2 ist 1+ ()i ) =0 bzw. = 3 SchlieBlich gilt:

O<1+( ) <3furalle n # 0. Also inf My =0 und sup My = 3.

(e) Sei Me:{zzlk:ne IN und n;«éO}.
k=1
Fir a, = ’;1 2% ist a, < a,.; fir alle n > 1. Folglich ist inf M, = a; = %
(1 n+1
Weiterhin gilt a,, = 11(_2)1 =2 —n (nach Aufgabe 1.16)

2
Offenbar ist 2 eine obere Schranke von M,.

Angenommen, es gibt ein ¢ < 2 und ¢ ist auch eine obere Schranke von M., dann
ist a, <c:=2—¢ furein ¢ > 0.
Damit erhélt man:

2_2;”§C:2_5 — 5§2in — %22"2271 fiir alle n > 1;

und dies widerspricht dem Archimedischen Axiom.
Folglich ist 2 die kleinste obere Schranke von M, und somit sup M, = 2.

2.11 Esseien X, Y C IR nichtleere Mengen, die ein Supremum besitzen; auflerdem sei  12/2/11/1
X+Y={r+y:ze€X und y e Y}.
Man beweise, daf§ dann sup X +supY = sup(X +Y) gilt.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.11 Man zeige, dal sup X +sup Y die kleinste obere 12/2/11/2
Schranke von X 4 Y ist. ,,Obere Schranke® ist fast trivial. ,Kleinste obere Schranke*
143t sich am einfachsten indirekt nachweisen.

Losung zu Aufgabe 2.11 Nach Voraussetzung sind X und Y nach oben beschrinkt, 12/2/11/3
folglich gilt dies auch fiir die Menge X + Y.

Es geniigt zu zeigen, dafl sup X + sup Y die kleinste obere Schranke von X + Y ist.
Fir xe X und y €Y ist x <supX und y <Y, also z+y <supX +supVY.
Angenommen, es gibt eine kleinere obere Schranke S von X + Y.

Dann ist S < supX +supY und z+y < S firalle x € X und y € Y. Wir
setzen € :=sup X +supY — S. Nach Definition des Supremums sind dann sup X — &
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und supY — % keine oberen Schranken von X bzw. von Y. Folglich gibt es Elemente
e X und ¢y €Y, sodal sup X — 5 <’ <supX und supY — £ <y’ <supV; also
S=supX +supY —e<a' +y.

Damit ist S keine obere Schranke von X + Y, 'A/ !

2.12 Berechnen Sie (bzw. zeigen Sie die Nichtexistenz von) Maximum, Minimum, Su- 12/2/12/1
premum und Infimum von folgenden Mengen:

(a) {reQ :r >0 und r2<3},
(b) {&

(c) {gim :m,n €N und an},
(d) {2

Losungshinweis zu Aufgabe 2.12 Es seien M,,..., M, die unter (a)- (d) angege- 12/2/12/2
benen Mengen.

(a) inf M, =0, sup M, = \/_ min M, und max M, existieren nicht.
(b) inf M, =0, sup M, = , min M, = 0, max M, = 411

(¢) inf M. =0, sup M, existiert nicht, min M. =0 max M, existiert nicht.
(d)

:m,n €N und n<m},

:m,n €N und n2<m}.

inf M, =0, supMd— 5 min My =0, max M, = %

Losung zu Aufgabe 2.12 Es seien M, ..., M, die unter (a)— (d) gegebenen Mengen. 12/2/12/3

(a) Offenbar ist M, nicht leer und nach unten durch 0 beschrénkt, und es ist z.B. 2
eine obere Schranke von M,. /3 ist die kleinste obere Schranke von M, (in R).
Denn gébe es ein S € R mit S < \/g, so da3 S ebenfalls eine obere Schranke von
M, ist, dann gibt es aufgrund der Dichtheit der rationalen Zahlen in den reellen
ein 7 € Q mit S < r < /3. Folglich ist S? < 2 < 3 und r € M,. Somit ist S
keine obere Schranke von M, und /3 die kleinste obere Schranke.

Also sup M, = /3 und inf M, = 0.
Wegen 0, V3 ¢ M, besitzt M, kein Minimum und kein Maximum.

(b) Wegen m,n € N ist 2% >0
Fir n=0 und m beheblg ist ﬂ = 0. Folglich ist 0 = inf M}, = min M,.

Weiterhin gllt 2m fiir alle O <n <m, denn mit m =n+ k ist
onthk — 2/ \2:1_/ 2 4. Folglich ist i = sup M, = max M,,.
>2  >2n

(¢c) Wegen m,n € N ist 2L > 0.
Fir m=n =0 ist 8” = 0. Folglich ist 0 = inf M. = min M..
Aus n > m erhélt man sofort, dal M, nach oben nicht beschrankt ist.
Daher besitzt M. kein Supremum und kein Maximum.
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(d) Offenbar ist >0 fiir alle > € My und 0 € M,.
Folglich ist 0 = inf My = min M.
Fiir n =1 und m = 2 ist 2 € M. Wegen m > n? > 2n fiir alle n > 2 ist

m
% > % Somit ist % = sup My = max M.

2.13 Beweisen Sie oder widerlegen Sie die Behauptung: 12/2/13/1
Fir X, Y CR gilt: sup{z —y:z€ X und y € Y} =sup X — inf Y.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.13 Ist X nicht nach oben und Y nicht nach unten 12/2/13/2
beschréankt, dann gilt die Behauptung nicht, denn dann hat die Menge kein Supremum.

Unter der Voraussetzung , X ist nach oben und Y nach unten beschrankt® gilt die
Behauptung.

Losung zu Aufgabe 2.13 Wir definieren zunéchst eine Menge —Y = {—y:y € Y}. 12/2/13/3
Damit ist

{r—y:2eX und yeY} =X+ (=Y) (vgl Aufgabe 2.11).
Wenn X nicht nach oben oder Y nicht nach unten beschrinkt ist, dann gilt die Be-

hauptung nicht, denn in diesem Falle ist X 4 (—Y") nicht nach oben beschréinkt, besitzt
also kein Supremum.

Unter der Voraussetzung, dal X nach oben und Y nach unten beschrankt ist, beweisen
wir die Behauptung.

Wegen der Beschrinktheit von Y nach unten ist —Y nach oben beschrénkt. Folglich
gilt nach Aufgabe 2.11:
sup{z —y:zx € X und y € Y} =sup (X + (-Y)) =sup X +sup(—Y).
Es geniigt also nachzuweisen, dafl sup(—Y) = —infY.
Sei a:=infY, d.h., a <y fiir alle y € Y und es gibt keine groflere Schranke von Y.

Aus a <y folgt —y < —a; somit ist —a eine obere Schranke von —Y. Gébe es eine
kleinere obere Schranke S < —a von =Y, so wire —y < § < —q fiir alle —y € =Y,
also a < —S§ < y. Damit ist a nicht die untere Grenze von Y, 'A/ !

Schliefllich ist sup(—Y) = —a = —inf Y und die Behauptung bewiesen.

2.14 Zeigen Sie, daf die Menge M = {n-a™:n € N und n > 1} beschrankt ist, falls 12/2/14/1
0 < a < 1. Berechnen Sie inf M.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.14 Ist |a| <1 und ¢ > 0, so ist n|a|" < ¢ fiir fast 12/2/14/2
alle n; also infY = 0.

Losung zu Aufgabe 2.14 Offenbar ist M durch 0 nach unten beschriankt. 12/2/14/3
Wir zeigen jetzt, dafl fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so daf fiir jedes n > ng gilt:
n-a” <e. Esist na"<e <= n< 5(1)n.

a
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Wegen 0 <a<1ist 1< % :=c+ 1 fiir ein ¢ > 0. Nach dem binomischen Satz gilt:

(%)": (c+1)”:§<?>ci > 1—|—nc+n(n2_1) 2> M'CQ'
Somit ist
€ (%)n =e(c+1)" = n(n; D . c*¢ und
n(n2—1) e > e %+1<n’
c e

und dies gilt fiir alle n > ny von einer Stelle ny an.
Damit ist S = ¢ +max{n-a™ : n < ng} eine obere Schranke von M, also ist M nach
oben beschréankt und infY = 0.

2.15 Zu folgenden Mengen gebe man (im Falle der Existenz) Minimum, Maximum, Infimum 12/2/15/1
und Supremum an!

(a) M ={z:sinx =0},
(b) M ={r:2€Q und z* < cos0},
(¢) M ={y: esgibtein x mit cosx < y},
(d) M ={z:2*+ 10z + 24 < 0},
) M ={y: esgibtein x mit (z,y) € A}, wobei
A={(z,y) : > —1 und y > 2zx}.

Losungshinweis zu Aufgabe 2.15 Es seien M,, ..., M, die unter (a) - (e) angege- 12/2/15/2
benen Mengen.

(a) M, besitzt kein Minimum, Maximum, Infimum, Supremum.

(b) inf M, = —1, sup M, = 1, min M, und max M, existieren nicht.

(¢) inf M, = —1 Minimum, Maximum, Supremum von M, existieren nicht.

(d) inf My = —6 = min My, sup My = —4 = max M.

(e) inf M, = =2, M, besitzt kein Minimum, Maximum, Supremum.

Losung zu Aufgabe 2.15 12/2/15/3

(a) Offenbar ist M = {kmw : k € Z}; folglich besitzt M kein Minimum, Maximum,
Infimum, Supremum.

(b) Esist 22 <cos0=1 < |z|<1; also M ={r €Q: -1 <z < 1}. Folglich ist
inf M = —1 und supM = 1; M besitzt kein Minimum und kein Maximum.

(¢) Fiur y < —1 existiert kein  mit cosz <y < —1.
Sei nun y > —1 und z = 7.
Dann ist cosx = —1 <y, also M ={yeR:y > —1}.
Somit ist inf M = —1 und M besitzt kein Minimum, Maximum, Supremum.
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(d) Esist 22+ 10x+24= (z+4)(x+6) <0 <
(x+4§0 und x—l—GZO) oder (x+420 und x—|—6§0>.
1.Fall: z+4<0und 24+6>0 <— —6<z< -4,
2. Fall: 44>0und 2+6<0 <— —4<z< -6
(diese Ungleichung ist durch kein zx erfiillt).
Also M ={zx € R: -6 <z < —4} und somit
—6=inf M =min M und —4 =supM = max M.

(e) Sei y > —2, also y=—2+ z fir ein z > 0.
Dann gibt es ein z > —1, z.B. x = -1 + i,
Folglich ist (x,y) € A und somit y € M.

Ist y < =2 und = > —1 beliebig, dann gilt stets: y < —2 < 2z, also (z,y) ¢ A
und somit y ¢ M. Damit ist M ={y € R:y > —2} und inf M = —-2.
Offenbar besitzt M kein Supremum, kein Minimum und kein Maximum.

sodaﬁy>2x:—2+§.

12.3 Folgen von reellen Zahlen

3.1 Geben Sie je eine Folge (a,) mit den folgenden Eigenschaften an: 12/3/1/1

(a) (a,) konvergiert gegen %,
) 3 ist Haufungspunkt von (a,), aber nicht Grenzwert,
) (a,) hat genau drei Haufungspunkte,
d) 5 ist Grenzwert, und (a,) ist nicht monoton,
)

(ay) ist nicht beschrankt, und 0 ist Haufungspunkt.

Losungshinweis zu Aufgabe 3.1 (a) a, = % + % 12/3/1/2
~ [3, n gerade,
(b) an = {0, n ungerade.
0, n=3m,
(¢) ap=¢1, n=3m+1,
2, n=3m+2, melN.
_ (="
(d) ap=5+"—+.
n, n gerade,
(e) an= %, n ungerade.
Loésung zu Aufgabe 3.1 12/3/1/3
: = 1 1 _n+1
(a) Wir wihlen a, =35+ -~ = "5—.

3, falls n gerade,
0, falls n ungerade.

(b) Wir wéhlen a, := {
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0, falls n = 3m,
(¢) Wir wéhlen a, :=4 1, falls n=3m+1,
2, falls n=3m+2 fiirein m € N.

(-1)" _ n+ (1)

(d) Wir wahlen a, :==5+

n, falls n gerade,

(e) Wir wihlen a, := {%, falls n ungerade.

3.2 Beweisen Sie (ohne Benutzung des Satzes 3.10) die Konvergenz der Folge (a,) mit
_ omn+3
In = 3p+a

Losungshinweis zu Aufgabe 3.2 Man zeige: |a, — %] — 0.

Losung zu Aufgabe 3.2 Wir zeigen: Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng, so daB fiir jedes
n > ng gilt: ‘an — %’ < e.

Sei £ > 0 beliebig (aber fest); wir bestimmen ein geeignetes nyg.
Es ist

_ 11 2
n

3(5n + 3) — 5(3n + 4)
T 9n 412

_ é‘ —
‘a” 3 ‘ 3(3n + 4)
und fiir ein hinreichend grofies nq ist nl < e.
0
. . .. ) 5 2 2
Somit gilt fiir alle n > ng: ’an 3‘ <2< e <e.

Folglich ist (a,) konvergent und zwar gegen %

3.3 Zeigen Sie: Zu jeder reellen Zahl a existiert eine Folge (r,) rationaler Zahlen, die
gegen a konvergiert.

Losungshinweis zu Aufgabe 3.3 Zu a wihle man rationale Zahlen r, s mit r < a < s
und konstruiere eine Intervallschachtelung ([r,, s,]) mit r, <a < s,.

Losung zu Aufgabe 3.3 Offenbar gibt es zu jeder reellen Zahl a rationale Zahlen
r9, S0, so dafl 7o < a < sp.

Wir definieren induktiv eine Folge ([r,,s,|) von Intervallen mit r,,s, € Q, so da8
Pn1 <7 < a < sy < sy und s, — 1, = o (s — 7).

ro und sy sind schon gegeben.

Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es r,, s, € Q mit den geforderten Eigenschaften.

Tn + Sn
5

Wegen r, <a <s, gilt r, <a <c,q oder ¢ <a < sy,

Wir definieren jetzt 7,11, 5,41 € Q. Dazu sei ¢, :=

Wenn r, <a < c,yq, dann sei 7,41 := 17, und S,41 := Cpa1;
anderenfalls sei 7,41 := ¢pq1 und S,41 = S,.
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Damit sind 7,1, S,+1 € Q und es gilt:

_ 1 _ _ 1
Tn S T'n+1 S a S Sn+1 S Sn und Sn+1 T'n+1 = 2(571 rn) - 2"+1(SO — 7"0)
Fiir n >4 ist 2" > n? (dies zeigt man leicht induktiv) und somit 2% < %
n

Es sei jetzt € > 0. Fiir jedes n > 4 gilt:

|7’n—a|:a—rngsn—rn:%(so—ro)S#(so—ro)g , falls n > sg —7o.

Wir wihlen nun ng > max{4, so — 1o} und ng so grof, daf§ ni <e.
0
Fir alle n > ng erhalt man damit sofort:

|rn—a|§%§nio<8.

3.4 Zeigen Sie: Wenn a, >0 und a, — a, so \/a, — +/a. 12/3/4/1
Losungshinweis zu Aufgabe 3.4 1. Fall: a = 0; leicht zu verifizieren. 12/3/4/2

2. Fall: a # 0, also a > 0. Man benutze:

A WA val- |V +
N v,

Losung zu Aufgabe 3.4 Es sei ¢ > 0. Wir zeigen: |\/a, — /a| < ¢ fiir fast alle n.  12/3/4/3

1. Fall: @ = 0; dann ist |\/a, — V0| = |a,| < &2 fiir fast alle n und somit |\/a,| < ¢
fiir fast alle n, also lim./a, =0 = +/a.

2. Fall: a#0, also a > 0 und somit y/a > 0. Dann ist

- WVl a4 Al _ fen—al - Jan—d]
V= va Van + v VA s v <°

fiir fast alle n. Folglich ist lim /@, = /a.

3.5 Zeigen Sie: (a) lim V5 =1, (b) lim /n=1. 12/3/5/1

n—oo

Losungshinweis zu Aufgabe 3.5 (a) Offenbar ist U5>1. Fire>01ist ¥/5—1<e 12/3/5/2
fir fast alle n.

(b) Offenbar ist /n > 1. Fir ¢ > 0 ist /n — 1 < e fur fast alle n.

Lésung zu Aufgabe 3.5 Fiir beliebiges & > 1 ist V/k > 1, denn Vk > 1 <= k> 12/3/5/3
1" =1, und dies gilt fiir alle n > 1.

(a) Es geniigt zu zeigen: Wenn € > 0, so /5 — 1 < ¢ fiir fast alle n.
Angenommen, es gibt ein € > 0, so daB /5 — 1 > ¢ fiir unendlich viele n.
Dann ist 5 > (14 ¢)" > 1 + ne fiir unendlich viele n, ')\/.’ Also lim /5 = 1.
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(b) Es geniigt zu zeigen: Wenn ¢ > 0, so /n — 1 < ¢ fiir fast alle n.
Angenommen, es gibt ein € > 0, so da /n — 1 > &? fiir unendlich viele n.

Dann ist n > (1+¢)" > n(n; D)

also 1> n; 1. 22 und somit 5% + 1 > n fir unendlich viele n, 'A/ /

Also lim {/n = 1.

.2 (nach dem binomischen Satz; vgl. Aufgabe 2.14),

3.6 Zeigen Sie: Fiir beschrankte Folgen (a,) von reellen Zahlen sind die nachfolgenden 12/3/6/1
Bedingungen &quivalent:
(a) (ay,) ist konvergent,
(b) (a,) besitzt genau einen Haufungspunkt,

(¢) lim a, = lim a,.

Losungshinweis zu Aufgabe 3.6 Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Defini- 12/3/6/2
tionen: Konvergenz, Haufungspunkt, Limes Superior, Limes Inferior.

Losung zu Aufgabe 3.6 (a) <= (a,) konvergiert gegen a 12/3/6/3

<= fiir jedes € > 0 gilt: |a, —a| <e fir fast alle n (d.h. a —e <a, <a+¢)

<= fiir jedes ¢ > 0 liegen fast alle Folgeglieder von (a,) in U.(a)

<= a ist einziger Haufungspunkt von (a,)

< (b).
(b) <= a ist einziger Haufungspunkt von (a,)

<= a ist zugleich grofter und kleinster Haufungspunkt von (a,)

< lima, = lima,

< (c).
3.7 Zeigen Sie, daf} die Folge (a,) mit a, = (1 + %)nﬂ streng monoton fallt. 12/3/7/1
Losungshinweis zu Aufgabe 3.7 Man zeige %11 > 1 fiir alle n und benutze dabei 12/3/7/2

die Bernoullische Ungleichung.

Qn
n+1

> 1 fiir alle n. 12/3/7/3

Losung zu Aufgabe 3.7 Wir zeigen -
Es ist

Gpt1 (1+ 1 )”+2
n+1

1 n+1
= n+1
W () (1)

_ _(1+ 1 )n+1 n+1
n(n + 2) n+2 n(n + 2)

n+2

> n+1 n+1 . .
> (1 + nnt2)) nt2 (nach der Bernoullischen Ungleichung)

nnt+2)+n+l nitl_n4dn’+dnt1 g
n(n + 2) n+2 n® +4n? +4n ’
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3.8 Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten und bestimmen Sie ggf. die Grenzwerte 12/3/8/1
der Folgen

@ (%) © (FEEer) @ (Curnst),
o () k2 @ (L) © (V)

Losungshinweis zu Aufgabe 3.8 (a) lim % =0. 12/3/8/2

(b) lim% = 0.

: And +2n% +7
c¢) lim
(> mi+n+n—1

. n3+\/m _
<d) fim 3n2+vn2 -1

: n 1
(e) lim(—1) % = 0.

(f) lim /2n = 1.

— 4
-2

Q.

Losung zu Aufgabe 3.8 12/3/8/3
(a) Wir zeigen: lim % = 0.
Offenbar ist % > 0. Weiterhin gilt fiir n > 4:

2" 2t 2.2...2_2.2_1
TS5 6 T n <5 0 <n o0

Folglich gilt die Behauptung.

(b) Wir zeigen: lim 17'1 =oo fir k> 1.
Essei n > k und % ;= c¢. Dann ist %n;l > 1 und somit
nl _ Kkl ktl n—-1 n>c N
TRk PRl = i
Folglich gilt die Behauptung.
_ 3 2 L .
(c) Essei a, = 77??;:%221 ;71. Wir zeigen lima, = %
Esist a, = ———2—-—""— und daher lima, = 2.
T IeE-S T
i 34 03 . . . .
(d) Essei a, = i A i ol O 1 0 zeigen lima, = co. Es ist
3n? +vn? -1

> s ndon_
32 +vn2—1 4n? 4 nosoo

denn vn2 — 1 < n?.

Qn
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also lima, = 0.

(f) Esist v2n > 1, denn 2n > 1. Es geniigt zu zeigen:
Wenn ¢ > 0, so v/2n — 1 < ¢ fiir fast alle n.
Angenommen, es existiert ein € > 0, so dal V/2n —1 > ¢, also

2n > (1+e)" > w -2 fiir unendlich viele n

(hier wurde der binomische Satz benutzt).

Dann ist 2 > n; 1. 22 und somit ;% + 1 > n fiir unendlich viele n, 'A/ !

Also lim v/2n = 1.

3.9 Zeigen Sie: Ist (a,) eine Nullfolge und (b,) beschriankt, dann ist (a,-b,) 12/3/9/1
eine Nullfolge.

Losungshinweis zu Aufgabe 3.9 |b,| < ¢ = |a,b,| < c|a,| — 0. 12/3/9/2

Losung zu Aufgabe 3.9 Nach Voraussetzung gilt: |a,| —— 0, und es existiert eine 12/3/9/3
n—oo

Konstante ¢, so dafl
|b,| < ¢ fiir alle n. Folglich ist

|anbn| = |an|-bn] < clan] — 0
n—o0

und somit lima,b, = 0.

3.10 Priifen Sie, ob die Folgen (a,), n > 1, beschrankt sind: 12/3/10/1

(a) an:\/2+\/2+\/2+...+\/§ (n Wurzeln),

() an=vVn2+n—+n+1,
fiir n = 2k,

(c) an= .
n12 firn=2k+1, keNN.

v S =

Losungshinweis zu Aufgabe 3.10 (a) Induktiv zeigt man: a,,; = v/2+a, und 12/3/10/2
0<a, <2.
(a,) ist also nach oben beschrinkt.

(b) a, >+/n+ 1, und somit ist (a,) nach unten, aber nicht nach oben be-
schrankt.

(¢) (a,) ist nach unten, aber nicht nach oben beschrinkt.
Loésung zu Aufgabe 3.10 12/3/10/3
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(a)

3.11

Losungshinweis zu Aufgabe 3.11 (a) (a,) ist streng monoton wachsend.

(b)
()
(d)

Offenbar ist a, > 1, folglich ist (a,) nach unten beschrénkt.
Wir zeigen: a, < 2 fiir alle n.

Nach Definition von a,, ist a,+1 = /2 + a,.

Induktiv beweist man sehr leicht, daff mit a, <2 auch a,,1 =2+ a, <2 ist.

Damit ist (a,) auch nach oben beschrénkt.

Fir n >4 ist

an=vVn-vn+l—vn+l=vn+1(v/n—-1)>vVn+1 — co.

n—oo

Folglich ist (a,) nicht nach oben beschrinkt.
Wegen a, >+/n+12>1 ist (a,) jedoch nach unten beschriankt.

Fiir gerade n ist 0< % < 1; fiir ungerade n > 3 ist

2 2
—_n nt _n
Ogan—n+1>2n 2—>THOOOO.

Folglich ist (a,) nach unten, aber nicht nach oben beschrinkt.

Priifen Sie, 2ob die Folgen (a,), n > 1, monoton sind:
o o=
(b) a,=Vn+1-+/n,
(© an=S0 4 L
1 - —
(@) an = E Zi Z:zz 1l;elN
Vn+1+1 o '

(a,) ist streng monoton fallend.
(ay) ist alternierend und daher nicht monoton.

(a,) ist nicht monoton, denn a,, > ap1 < Gpoio.

Losung zu Aufgabe 3.11

(a)

(b)

(ay) ist streng monoton wachsend, denn

ap < ans1 = P42+ 7)(n+1)2+2(n+1)+8) < (n®+2n+8)((n+1)>+2(n+1)+7)

<= 0<2n+3; und dies gilt.

(ay) ist streng monoton fallend, denn

1 1 1 1

pp1 < ap <= (n+2)s —(n+1)2 < (n+1)5 —n2
= (n+2)f—(n+1)s < (n+1)5 —ns

2 2 3 3

< (n+2)s —(n+1)s <(n+1)s —ns
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= DR ((282) ) <at((22)" 1),
b

Die letzte Ungleichung wird abkiirzend mit (x) bezeichnet.
Fiir n < 3 gilt offenbar a,1 < a,.
2
Weiterhin ist 0 < (n+1)s < no fir alle n > 3, denn
(n + 1)% < n% <~ (n + 1)2 <nd. (Diese Ungleichung gilt fiir n > 3.)

Um die Ungleichung (%) nachzuweisen, bleibt noch zu zeigen, dafi auch

2 3
(3x) (Z i %) 1< (n ;Lr 1) ® —1 gilt. (Beide Seiten von (x) sind positiv!)
Es ist

() = (35) < () = @r2? <ty

5
= nd 4+4nt +4n3 < Z (‘?) n®~": und diese Ungleichung ist richtig.
i=0
Folglich gilt auch (%) und somit die Ausgangsungleichung,.

(c) Fiir n > 2 ist n < n?, also auch y/n <n und somit L+ < L;
n

V'
ichist —L 4+ 1 1 41
folglich ist \/ﬁ+n<0< \/ﬁ+n'

Hieraus folgt: (a,) ist alternierend und daher nicht monoton.

(d) Wir zeigen: (a,) ist nicht monoton. Dazu weisen wir nach, daf§
Ap, > Apy1 < Gpi2.
Es sei n =2k — 1, also n ungerade. Dann gilt:

1 1 )
n > Qpil <= > — V2k—1<V2k+1+1;
n = ot Vok -1~ V2kt1+1 T

und die letzte Ungleichung ist offensichtlich richtig.
Also a, > a,.1. Weiterhin ist

\/ﬁ+1<\/ﬁf1 — V2% +1+1>V2%k+2-1

= V2k+14+2>V2%k+2 <= 2k+14+4V2k+1+4>2k+2
— 4V2k+1+3>0.
Also api1 < Apyo.

Upt1 < Apio <

3.12 Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchyschen Kriteriums die Konvergenz der Folgen: 12/3/12/1

@ (). o (), @ (5). ezt

Losungshinweis zu Aufgabe 3.12 Sei a, das jeweils n-te Folgeglied und m > n. 12/3/12/2
Dann gilt:

() |am —an| < %
2-1b
(D) lan — g < 20
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(¢) |am —an] < %

Losung zu Aufgabe 3.12 Im Folgenden sei € > 0 und m > n beliebig.

\am—an]:‘l—i—l—l—i‘§%+%<%<l<6 fiir hinreichend grole n.
m n m n n n

< @ < ¢ fiir hinreichend grofle n.

|Gy — an| = ‘# - # < # + # < % < % < ¢ fiir hinreichend grofle n.

3.13 Geben Sie fiir ¢ = -l entsprechend der Definition der Konvergenz von (a,) ein

10
a und ein geeignetes ng = ny(e) an, so daff |a, —a| < e fiir:
_n’+1 _ 2yn+1 5n3 — 3n2
(a) an—nnz ) (b) An = g (C) an_%

Losungshinweis zu Aufgabe 3.13 (a) a, — 1; ny=4.
(b) a, —2; ng=101.

(¢) an, —5; np=3L

Losung zu Aufgabe 3.13
(a) Wir vermuten: a, — 1.

Es ist |an—1|:'1—i—1\=#<g:

e falls ng =4 und n > ny.

1
10’
(b) Wir vermuten: a,, — 2.

Es ist |an_2|:’2_\}ﬁ_2‘:\}ﬁ<€:110’ falls ng = 101 und n > ny.

(c) Wir vermuten: a,, — 5.

3 2 2 2
Esista—5:’5”_3” _5‘:3n+5<3n+5:§ I
|n | n3+1 ’I’L3+1 n3 n+n3

falls ng =31 und n > ny.

3.14 Berechnen Sie h_)m a, fur

9+ _n _ 3+0,5"
(a) ap = o1 1 (b) an_ma (C) an—m'
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Losungshinweis zu Aufgabe 3.14 (a) lima, = 5.

(b) lima, =

T ol

(¢) lima, =

Losung zu Aufgabe 3.14

a) lima, = =
(a) " 2+4lml 2
. _ on o 1 . . . . _ 1 _1
(b) Esist a, = ETES A folglich ist lima, TimZ 3
: 3+1im0,5" _ 3
¢) lima, = "1 - =2,
(c) " 541im0,3"tt 5

3.15 Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte (falls sie existieren):
. 3n+1 . 249 n?
(a) lim (1 + %) : (b) lim (22 i 1) :

n—oo n—o0

Losungshinweis zu Aufgabe 3.15 (a) lim (1 + ﬁ)&wl =e-/e.

(b) lim (nj + 2)n2 =e.

n®+1

Losung zu Aufgabe 3.15

(a) Essei 2n =m; dann ist

()" = () ()

Wegen n — oo gilt auch m — oo, folglich ist
m3
lim a, = lim (1+%) 2 -lim(l—}—%) —e2.1=e- /o

n—oo m—0o0

o

(b) Essei n?+1=m; dann ist
. n2+2 n? - 1 m—1
= (522 = (10 1)
Wegen n — oo gilt auch m — oo; folglich ist

m
lim a, = lim (1—|—l) - lim 11 =e.
n—oo m—00 m 1+ =

3.16 Man finde die Grenzwerte von (a,) und (b,), wobei a, und b, durch die

folgenden Rekursionen definiert sind:

_ap+1, blz

CL1 = 2, an+1 — 2 3 %7 anrl — m
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Losungshinweis zu Aufgabe 3.16 (a) Induktiv zeigt man: a, = 27;1_41'1; also

lima, = 1.

(b) Induktiv zeigt man: b, = i also limby, = 1.
Losung zu Aufgabe 3.16

(a) Wir behaupten: a, = 27;1_4{ L1+ 2n,1_1-

Dies wird induktiv iiber n bewiesen.
Fiir n=1 ist a1:1+2%:2.
Fiir n gelte die Behauptung bereits. Es ist

on—141 1 71 71
_apt1l e L onlyigontt 2n 41
Ap4+1 = 2 - 2 - 2. 2n—1 - on

Folglich ist lima, =1+ lim 2% =1.

(b) Wir behaupten: b, = ——. Dies wird induktiv iiber n gezeigt.

T n+1
Fir n=1 istbn:%.
Fiir n gelte die Behauptung bereits. Es ist
b =1 -1 _ n+l _n+l
T —h, 2= T WF2-n n+2
R, Y no
Folglich ist lim b, = lim T = 1.

3.17 Zeigen Sie:
(a) Die Folge (a,) mit den induktiv definierten Folgegliedern
ar =0, ay=1, an4 1= %(an —ap_1) fiir n>2
ist eine Cauchyfolge.

(b) Ist (a,) induktiv definiert durch
a1 =0, ax=1, a,= %(an,l +a, o) fur n>3,

. . —1)"
[Hlnwels: an, — 2 = (2",)1

dann besitzt die Folge (a,) den Grenzwert %
.2
3 3

fir n> 1.]

Losungshinweis zu Aufgabe 3.17 (a) Induktiv zeigt man:
Wenn k€N, E>1 und ne {dk+i:i=0,...,3}, so |a,| < 2%
Hieraus folgt die Behauptung.

(b) Induktiv zeigt man: a, = (Q_nl_)l” % + % (fiir n > 2); damit ist lima, = %

Losung zu Aufgabe 3.17

(a) Die Gestalt des n-ten Folgegliedes ist nicht offensichtlich. Daher wird eine Ab-
schiatzung der Folgeglieder vorgenommen; insbesondere weisen wir nach, daf§ (a,,)
eine Nullfolge bildet. Dazu beweisen wir die folgende Behauptung:
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Wenn k€N, k>1 und ne {dk+i:1=0,...,3}, soist |a,| < 2%
Fiir beliebiges n > 2 gilt: |a,44] = —%(anﬂ —an-1), (%)
denn nach Definition der Folgeglieder ist
On+4 = %(am:«s — nt2) = %(%(an+2 — ni1) — an+2)

- _i(an—&—Q + an—i—l)

- _i(%(an—kl - an) + %(an - an—l))
= —%(anﬂ — Qp-1)-
Mit Hilfe von (%) wird jetzt die obige Behauptung induktiv tiber & bewiesen.
Essei k=1. (Zu zeigen ist: |a4y;| < % fir i=0,...,3.)

az = %(Cm —ay) = %;
a4:%(a3—a2):—%; a5:%(a4—a3):—%;
a _l( — —_1. = Lias — = 9.
6_2 as a4)_ 16’ a7_2(a6 a5)_327
Also |agy| < 2% fir i =0,...,3.

Induktionsvoraussetzung fiir & :
Wenn 1 <m <k und ne€ {dm+i:i=0,...,3}, sogilt: |a,| < 2%
Wir zeigen die Behauptung fiir £+ 1. Sei n € {4(k+1)+i:i=0,...,3}.

1. Fall: n =4k + 4.
Nach (%) und der Dreiecksungleichung erhilt man:

| = lasrtal < §(|lasa] + as—1])
< §(5¢ + i) (nach Induktionsvoraussetzung)
< gt
2. Fall: n=4k+4+14, i =1,2,3. Dann gilt analog wie im ersten Fall:
|an| = | rat1] < %(|a4k+1+i| + |@ap—1+4|)
< %(2% + 2%) (denn 4k — 1+ > 4k)

—_1 1
T ok+2 < ok+1"

Folglich ist (a,) eine Nullfolge.
(Hieraus folgt bereits, da8 (a,,) eine Cauchyfolge ist, wenn man den Satz zur Verfiigung hat,

dafl konvergente Folgen stets Cauchyfolgen sind.)

Wir zeigen die ,,Cauchy-Eigenschaft® mit Hilfe der Definition.

Dazu sei € > 0 und k£ € IN so grof3, daf3 2% < %
Weiterhin sei ng := 2¥ und n > ng beliebig. Dann gilt offenbar:

|an = ang| < lan| + lang| < 5 + 5p <&
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(b) Dem Hinweis entsprechend zeigen wir induktiv tiber n (n > 2):

n= (2]1,)1” 242
Sei n = 2; dann ist %-%+%:%-%+%:1:a2.
Fiir ein n > 2 gelte die Behauptung bereits; wir zeigen sie fiir n + 1.
Ap41 = %(Gn + an_1)
=3 i i S g
(G 3 )+
-GG )
n—1
- g4
nt1
Offensichtlich ist (a,, — %) eine Nullfolge, also a, — %
12.4 Unendliche Reihen
4.1 Man beweise: Fiir alle reellen Zahlen a, b und alle natiirlichen Zahlen n gilt: 12/4/1/1
(a+b)" = an (7)a" b
i=0
Loésungshinweis zu Aufgabe 4.1 Den Beweis fithrt man leicht induktiv iiber n. 12/4/1/2
Losung zu Aufgabe 4.1 Der Beweis erfolgt induktiv iiber n. 12/4/1/3

Fiir n =0 ist die Behauptung trivial.
Fiir n gelte die Formel bereits; wir beweisen sie fiir n + 1.
Es ist

(a+b)"* = (a +b)(a+b)"

|
=S e () + ()= (7).
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n

4.2 Man berechne Z(?) und i(—l)’(ﬁ)
i=0

=0

Losungshinweis zu Aufgabe 4.2 (a) Fir a« = b = 1 in Aufgabe 4.1 entsteht

2" =3 (7).
i=0
(b) Fiir a=—1 und b=1 in Aufgabe 4.1 erhélt man 0 = Z(—l)z(”)

)
1=0

Losung zu Aufgabe 4.2 Der Beweis erfolgt mit Hilfe des binomischen Satzes (vgl.
Aufgabe 4.1).

(a) Setzt man dort a =b =1, so gilt:

n n n

(1+1)" Z()llmzz(?); also > (1) =2"

=0 =0

o

(b) Fir a=—1 und b=1 gilt:

(141" =0=3 (D)1 =3 (=1)'(1); also S (=1)(7) =0.

=0 1=0 1=0

n

4.3 Zeigen Sie: Y (277) = 22",

21
=0

Losungshinweis zu Aufgabe 4.3 Man benutze die Ergebnisse von Aufgabe 4.2.
Losung zu Aufgabe 4.3 Esist ) (?) = 2" und Z(—l)”(’;) =0 (vgl. Aufgabe 4.2).
i=0 i=0

Folglich gilt nach dem binomischen Satz:

=2 ()4 20
_ Z (14 (=1)7) ()

= Z @?) (fiir ungerade i ist 1+ (—1)* =0)

Also Z @ZL) = 22",

=0
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1
4.4 Man berechne ; Sk 12/4/4/1
[Hinweis: G i 0 = % — z—ll— T (wichtige Zerlegung; bitte einprigen ')]
. . . . . . . “ 1 _ _ 1
Losungshinweis zu Aufgabe 4.4 Induktiv iiber n zeigt man: ; S 1 T 12/4/4/2
. . . . . " 1 o
Losung zu Aufgabe 4.4 Aufgrund des Hinweises entsteht die Behauptung: ; S 12%44147%
(die induktiv bewiesen wird).
Fir n =1 ist die Behauptung trivial.
Wir setzten jetzt die Giiltigkeit der Behauptung fiir n voraus und zeigen sie fiir n+ 1.
Es ist
n+1 n
> b - !
P z(z Zzlz z+1 n+1)(n+2)
=1- e + (n—li— 1 n -11- 2) (nach Induktionsvoraussetzung)
—1_ _1
=1 n+2
4.5 Errnit‘ggln Sie die n-te Partialsumme und den Grenzwert der Reihe 12/4/5/1
1
; G+ D) +2)
: ‘e : 4. 1 _a b c
[Hmwels. Man ermittle Zahlen a, b, ¢, so daf} gilt: m =5 + T + T 2.]
Loésungshinweis zu Aufgabe 4.5 Es ist a = % b=-1, c= % Die n-te Partialsum- 12/4/5/2
me S, ist gegebendurch S, =1———1  _ Hieraus erhélt man Z —1 1
" "4 2n+1)(n+2)° z+1)(z+2) 4
Losung zu Aufgabe 4.5 Entsprechend des Hinweises erhélt man die Gleichung;: 12/4/5/3

l=a(i®+3i+2)+b(i* +2i) + c(i*+1i) = (a+b+c)i* + (3a+ 2b + ¢)-i + 2a,
die fiir alle ¢ € IN mit ¢ > 1 gelten soll. Hieraus entsteht das lineare Gleichungssystem

a+ b+c=0
3a +2b+¢c=0
2a =1

dessen Losung a = %, b=-1, c= % ergibt. (Probe!)

Folglich gilt fiir die n-te Partialsumme S,, der Reihe:

[e.e]

_ 1
Sn = Zi(i+l)(i+2)

i=1
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I
DO
NE
L=

|
NE
e
—_

_|_
DO
NE
T
[\

s
Il
i
o
Il
,_.
"
Il
,_.

n—1 n n+1
_ 1 1 1 1 1
T2 i+ 1 Zi+1+2 i+1
=0 =1 =2
n—1 n—1 n—1
_ 3.1 11 11 1 1 1( 1 1
=it32 7513 TTT nfl 2 z‘+1+2<n+1+n+2)
=2 =2 =2
_3_1_ 1 1 1 1
=173 n—|—1+2<n—|—1+n+2>
-1 1
47 2+ )n+2)
_ 1 _ 1
Also  Sp=y4 2t )(n+2)
o0
. 1. . N 1 _1
Folglich gilt: hmsn_gii(i—s—l)(i—sﬂ) T

4.6 Essei (a,) eine beschriankte Folge reeller Zahlen.
Beweisen Sie, dafl Z a,2”" konvergiert.

n=0

(o.9]
Losungshinweis zu Aufgabe 4.6 Fiir |a,| <c¢, n € N, ist Z % eine konvergente
n=0

o
Majorante von Y _ a,2".

n=0

Losung zu Aufgabe 4.6 Nach dem Majorantenkriterium gilt: Sind (b,), (¢,) Folgen
und ist |b,| < |e,| filr fast alle n und ist Y |c,| konvergent, dann ist auch > |by|

n=0 n=0
oo
konvergent und somit ebenfalls Z b, konvergent.
n=0

Aufgrund der Voraussetzung ist (a,) beschrinkt, also |a,| < ¢ fiir ein geeignetes ¢ € R
oo

und alle n € N. Folglich ist |a,27"| < . Die m-te Partialsumme S,, von > 2% ist

n=0
sw=2(1- (1)) =2~

g (vgl Aufgabe 1.16) und somit ist

= 2c ¢

m—r0o0

Folglich ist Z a,2”" konvergent.
n=0

4.7 Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten folgender Reihen:
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(a) ZQZ]}!, (b) Z a’ ) mit a > 1,
n=0 n=1
(d >
n=1

vn(n—+1

2 n .
(c) Z(ni%, nF.a" mit k€N und 0<a< 1.

n=0
Losungshinweis zu Aufgabe 4.7 Es seien a,,...,d, die jeweils n-ten Summanden 12/4/7/2
der Reihen (a) - (d).
(a) Esist |%| — % < 1. Nach dem Quotientenkriterium ist > a, absolut konver-
gent. !

n(n—l).ﬁ
n+1 2

(b) Fir a:=14¢ und ¢ > 0 ist b, >
beschréankt und > b, nicht konvergent.

— 00. Die Folge (b,) ist nicht

(c) |CZ—:1| < % fiir n > 2. Nach dem Quotientenkriterium ist ) ¢, absolut konvergent.

(d) |d”“| < a < 1; folglich ist Y d,, nach dem Quotientenkriterium absolut konver-

n

gent.
Losung zu Aufgabe 4.7 12/4/7/3
(a) Wir benutzen das Quotientenkriterium.
Es sei 2;:2}! = a,; dann gilt:
anpr| _ 2" (n+ D) n \*"_ 2 9 .2
an _(n+1)"+1-2"~n!_2(n+1) B B " <1

Folglich ist Z a, konvergent.
n=0
(b) Essei —2° .=}
nn+1)
Wegen a > 1 gibt es ein ¢ > 0, so dal a = ¢+ 1. Mit Hilfe des binomischen
Satzes erhélt man schliellich:
O o @ (D) o on—1) 2

i) —ntl . L = ntl 2 aoa O

n-

Folglich ist (b,) nicht beschrinkt, also keine Nullfolge und daher »_ b, nicht

n=0
konvergent.
: 2n? . 3 T > . .
(c) Es sei D = Cn und ¢ := 4. Fiir alle n > 2 gilt dann:
Cor1] _ 2(n+1)2-(n+1)-3" _ (n+1)3
cn | (n42)-3"M .22 3(n+2)n?
1 (n+1* 1 (n+1\2_ 3 _
<5 e =5 () Siea<t
oo
Somit ist ch konvergent.
n=0
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(d) Wir benutzen abermals das Quotientenkriterium.

Es sei nfa™ := d,,. Dann gilt:
dn+1 _ (n+1) -a" ! _ 1\* L —
i = Bt = (1+1) a= ().

. 1\ . : 1\* _ (g 1))F _
Wegen  lim (1+ ) =1 gilt auch lim (1 + ﬁ) = (hm(l + ﬁ)) =1

Ll =lim(x) =a <1 und somit »_d, konvergent.
n=0

dn

4.8 Zeigen Sie, dafl 12/4/8/1

(a) Z < (2n+1 )1(2n+3) - %’

2n+3

ﬂn [Hinweis: Sp = % - Z3n ]

»Noo

8||M8

13],

3; [Hinweis: S, =

Losungshinweis zu Aufgabe 4.8 Es seien a,,b,,c, die jeweils n-ten Summanden 12/4/8/2
der Reihen (a) - (c).

(a) Esist a, = %ﬁ — 2n1+ 5 und die n-te Partialsumme S, = % - m, also
>y = %
[e.e]
(b) Fir S, = % — 22.;_713 (induktiv zu beweisen) gilt offenbar: JL\IEO S, = 221 % = %
1=
(¢) Fir S,=3-— 2”2;" 3 (induktiv zu beweisen) gilt offenbar: lim 5, = ZO 2i-l_3,
(2
Lésung zu Aufgabe 4.8 12/4/8/3
. L 1 . _ 1. 1 - 1 .. .
(a) Es sei a, = G D@ T3 Dann ist a, = 552 — 5.5 und somit ist die

n-te Partialsumme S,, von Zai gegeben durch:

Si=3((1-3)+G-8)+ + (@t o) + (5 — =hs)
+"'+(2n1+1_2n1+3>>

_1 1
- §'<1 N 2n+3)
_1_ 1 y 1
T2 22n+3) nooeo 2
Folglich gilt: Z ont 1)1<2n+3) 711130105
n=0
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o0

(b) Induktiv iiber n zeigt man, dafi die n-te Partialsumme S, von Zé durch

4.9

Sn_§_2n—|—3

T4 4.3"
Fiir n =1 ist dies offenbar richtig.

dargestellt wird.

=1

Unter der Voraussetzung, dafl die Darstellung von S,, korrekt ist, zeigen wir:

_3_2(n+1)+3

Sn+1 — 1 4.3n+1
Es ist
n+1 n 1
— - 7 n+
S”""I_Z?_ §+ gn+1
=1 =1
_3_2n+3 + n+1
4 4.3" 3n+1
_ 3 2(n+1)+3
! 4.3n+1
Weiterhin ist
‘ 4-3" 4.3 — 3 n—00

Folglich gilt: Z 3 = = lim S, = 3.

n=1

o0
Induktiv iiber n zeigt man, dal die n-te Partialsumme S,, von Z 222:1 durch

n 2n
Fir n =1 ist dies offenbar richtig.

gegeben ist.

=1

Unter der Voraussetzung, dal die Darstellung von S,, korrekt ist, zeigen wir:

(nach Induktionsvoraussetzung)

2(n+1)+3
Sn+1 =3 7( 2n+)1 .
Es ist »
n n
22 2z‘+1+2(n+1)—1
’I’L+1 ' 21 21'7,-‘,-1
=1
_ 2n+ 3 2n+1
- 3 - on + on+1
_3_ 2(n+1)+3
- 2n+1
Weiterhin ist
‘ 2n+3‘< n+2):n+2 . 0

2=l o

Folglich gilt: Z ol lim 5, = 3.
n=1

Es sei a, > 0 fiir jedes n > 0, und es sei (a
divergent gegen oo.

») konvergent gegen a oder bestimmt 12/4/9/1

oo

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten von (al)n fir x € R\ {a}.
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Losungshinweis zu Aufgabe 4.9 1.Fall: a, — oco. Dann ist ¢ |al]” < % fiir fast 12/4/9/2

alle n.

Die Reihe ist fiir alle x absolut konvergent.

2. Fall: a,, — a. Mit Hilfe des Wurzelkriteriums erhélt man:

Fiir |z| < a ist die Reihe absolut konvergent, fiir |z| > a divergent.

Losung zu Aufgabe 4.9 Es sei zunédchst x = 0; dann ist die Reihe offenbar konvergent. 12/4/9/3
Sei jetzt x # 0, ansonsten x beliebig, aber fest.

1. Fall: a, —— oo.

Nach Voraussetzung existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ng gilt: |a,| > 2|z|.
Wir wenden das Wurzelkriterium an. Es ist

n:%_%::q<l fiir fast alle n.

Folglich ist die Reihe (absolut) konvergent fir alle x € R\ {a}.

n

-z
anp

2. Fall: a, — a.

Wir wenden abermals das Wurzelkriterium an:

L ]
=1 = (%)

n

X
Qn

Ist |z| < |al; |x|4+€ = |a| fiir ein € > 0, dann gilt wegen a,, —— a auch |a,| — |a

und somit [a,| > [z|+ § fiir fast alle n. Also

_ =l L .
(x) = o] < B+ g <1 fir fast alle n.

Fir |z| < |a| ist die Reihe also (absolut) konvergent.

Sei jetzt |z| > |af; |z] — e = |a| fiir ein £ > 0. Dann ist |z| — § > [a,| fiir fast alle n,
also
2l S 1 fiir fast alle n.

(x) =

[ =5
Folglich ist (ai)n fir |z| > |a| nicht konvergent.
n=0

(Bemerkung: Die Untersuchungen zeigen, dafl in der Voraussetzung ,a, > 0“ bzw. ,(a,) divergiert

bestimmt gegen oo“ durch ,|a,| > 0% bzw. ,(Ja,|) divergiert bestimmt gegen oo“ ersetzt werden

kann.)
4.10 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz: 12/4/10/1
O P (d) YD (Vat+1-yn),
n=1 n=1
1 SN
(b) nz::l G r o (e) nz::l — fir s €Q.
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9 & e

Losungshinweis zu Aufgabe 4.10 Es seien a,,...,e, die n-ten Summanden der 12/4/10/2
Reihen (a) - (e).

(a) Z & ist eine divergente Minorante von > a,,; folglich ist > a, divergent.

(b) Y 6i4 T (nle 0 ist eine konvergente Majorante von ) b,; folglich ist 3 b,, absolut

konvergent.

(c) Z ~ Jlr T ist eine divergente Minorante von > c,; folglich ist " ¢, divergent.

(d) > d, ist alternierend und (d,) eine streng monoton fallende Nullfolge. Nach dem
Leibniz-Kriterium ist 3 d, konvergent.

(e) Sei s= :l:%, k,n €N und m > 0.
Fir s =0 ist ) e, divergent.
Fir s = % ist > e, nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.

Fir s = —% ist (e,) keine Nullfolge und somit Y e, nicht konvergent.
Loésung zu Aufgabe 4.10 12/4/10/3
(a) Essel a, = 6n1— 7- Wir bilden eine divergente Minorante von > a,. Bsist
1 1 1.1

4n =6n-1<6n 6 n

Die harmonische Reihe ist bestimmt divergent gegen oo. Damit ist Z é eine

divergente Minorante von Z a,, folglich ist Z a, divergent.

(b) Essei a, := m Wir bilden eine konvergente Majorante von Z ap. Esist
n

< _ 1 1.1 _ 1 1 — b
= RurgE o (1) n

64 nn+1)
Nach Aufgabe 4.4 ist Z m

Majorante von Z a, und somit ist Z a, konvergent.

konvergent, folglich ist an eine konvergente

(c) Essei a,:= —=L—. Wir bilden eine divergente Minorante von »_ a,. Es ist

n(n+1

an > 1 =_1 _.—p.

SV

Folglich ist Z b, eine divergente Minorante von Z Gy, damit ist Z a, diver-

gent.
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(d) Essei a,:=+vn+1—/n. Wegen a, >0 ist » (—1)"a, alternierend.
Weiterhin ist

AT WA _
" vVn+14+/n vVn+14+/n

und daher ist (a,) eine (streng) monoton fallende Nullfolge. Folglichist » "(—1)"a,

nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.

(e) Essei a,:= (_18)”, s=+% kmeN und m > 0.
n m
1. Fall: s=0; dann ist (a,) keine Nullfolge und daher Y a, nicht konvergent.

2. Fall: s = %, k > 0. Dann ist durch n® = §/n”* eine streng monoton wachsende

Folge gegeben mit n® —— oo. Folglich ist (#) eine streng monoton fallende

n—oo
Nullfolge. Daher ist Z a, nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.
3. Fall: s= —%, k > 0. Wegen # = /n" —— oo ist (a,) keine Nullfolge und

n—oo

daher Zan divergent.

4.11 Fiir welche reellen Zahlen z sind die folgenden Reihen konvergent: 12/4/11/1

(a) > z L x A,

= A+ +a?) (1 +am)

0 > (2)

2n+1

7'x%07

Losungshinweis zu Aufgabe 4.11 Seien a,,b,,c, die n-ten Summanden der Reihen 12/4/11/2

(a) - (¢)-

(a) Fiir |z] <1 ist lim\%] = |z| und somit ) a, absolut konvergent.
Fir z =1 ist ]a2+1| = %, also Y a, absolut konvergent.

Fir |z| > 1 ist Enan (absolut) konvergent.

(b) Fiir |z| <3 ist (b,) keine Nullfolge und somit > b, nicht konvergent.
Fir |z| > 3 ist lim {/|b,| = ]%\2 < 1. Folglich ist > b, absolut konvergent.
(¢c) Fir |z| > 1 ist (¢,) keine Nullfolge, also Y- ¢, divergent.

Fir |z| <1 ist \%| = |z|"*! — 0, also Y ¢, absolut konvergent.

Losung zu Aufgabe 4.11 12/4/11/3

47



(a)

4.12

:L,’ﬂ

Es sei a, := . Wir benutzen das Quotientenkriterium.

14+z)(1+2?)--(1+2")
Esist |%tt] = 1L gy lz| <1 ist lim 2" =0, also
an |1+ 2"t T—300 ’
lim |9ntt| = 2] = |z| < 1.
an lim |1 + 2" i

Folglich ist > a, (absolut) konvergent.

Ap+1

:%::q<1 fiir alle n.

Somit ist Y a, (absolut) konvergent.

Ist © =1, so ist

n

Es sei jetzt |z| > 1. Dann ist
142" > 1= J2"| — oo,
n—oo

An+1

Folglich ist

eine Nullfolge und somit »_a,, (absolut) konvergent.

n

Die Reihe konvergiert also fiir alle x # —1.

Es sei a, = (%)%H und = # 0 beliebig, aber fest.
Fir |z| <3 ist |%| > 1. Folglich ist (]a,|) keine Nullfolge und somit » a, nicht

konvergent.
Es sei jetzt |z| > 3, also |§] <1 und somit ]%|2 < 1. Wir benutzen das Wurzel-
kriterium. Es ist

n — nf|3|2n+1 — |32, »/|3

laal = 1311 = 1312 13).

Folglich ist
lim {/|a,| = |%|2-lim o ]%\ = ]%\2 < 1.

Damit ist »_a, fiir alle || > 3 (absolut) konvergent.

. 1
Sel a, = z™.

Fiir |z| > 1 ist (a,) offenbar keine Nullfolge und somit Y a, nicht konvergent.

Es sei jetzt |z| < 1. Wir benutzen das Quotientenkriterium. Es ist

|n+1 Ap+1 ::O.

Ap 41
29

und daher lim

=l

Qp

Fiir |z| <1 ist also »_a, (absolut) konvergent.

(-1

Unter Benutzung von Z
n=1
hen, die aus der oben angegebenen Reihe durch Umordnung ihrer Glieder entstehen,

gilt:

=In2 ist nachzuweisen, daf fiir folgende Rei-
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i 1,1,1_ 1,1, 1 _ 1 _ 3
a) I+g—g+gts—gtgtq—gt---=5n2
~1_1,1_1_1,1_ 1 _ 1 1
(b) 1 5 4+3 6 8+5 10 12+...—21n2.

Losungshinweis zu Aufgabe 4.12 In konvergenten Reihen diirfen Klammern beliebig 12/4/12/2
gesetzt werden, ohne das Konvergenzverhalten und den Wert der Reihe zu verédndern.

Sei a, = " Folglich ist
) %= ) =2 b,
=byp
Z:a":z:(élnl—?)_47”L1—2—i_4n1—1 _ﬁ) ::ZC”'

=cp

Geschicktes ,,Manipulieren mit den neuen Reihen liefert das Ergebnis.

: 11 11 1. : an _
(b) Es ist g Rl il e el e Rl i d,, und somit Z 5 —Zdn.

Unter Ausnutzung der Ergebnisse von (a) erhélt man die Behauptung.

Nach Voraussetzung konvergiert 12/4/12/3

_1\n—1
Losung zu Aufgabe 4.12 Es sei a, := ( 171 .

Zan gegen In 2, folglich konvergiert Z Z dn gegen 5 L1n 2. In konvergenten

Reihen diirfen Klammern gesetzt werden, ohne das Konvergenzverhalten und den Wert

der Reihe zu verdndern.
(a) In der Reihe Z %” werden jetzt jeweils zwei aufeinanderfolgende Glieder durch
n=1
Klammern zusammengefafit, dadurch entsteht:

lIHQ:i%:i(il —i)':ib mit b, 1 __ 1
2 2 4n — 2 4n/ ° n “dn—-2 dn
n=1 n=1 n=1

Es werden jetzt in der Reihe Z a, jeweils 4 aufeinanderfolgende Glieder durch
n=1
Klammern zusammengefafit. Es entsteht:

an—Zan—Z(4n1—3_4n1—2+4nl—1 _ﬁ) ::nz::lcn

n=1
1 _ 1 + 1 _ 1
4n — 3 4n — 2 4n —1 4n’

Konvergente Reihen diirfen gliedweise addiert werden. Es ergibt sich:

mit ¢, =

%1n2+ln2:%ln2: z_:lbn—i—;cn: z_:l(bn—l—cn) und

_ 1 _ 1 1 . 1 1 _ 1 1 1 _ 1
b”+cn_4n72 4n+4n73 4n72+4n71 4n 4n—3+4n—1 2n”
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4.13

Die k-te Partialsumme von 1—1—l 1 + 5 L4 1 i%—%—i—%—%j&.. sei Sk,
OO oo
_ 1 1 1 soQr
und die m-te Partialsumme von 2:1 (b, + ) = 2:1 (4n e s %) sei .S],.
n n=
Dann gilt offenbar:
fiir k =3m: Sk =25,
.. o . / 1
fir k=3m+1: S,=25], 5T und
s _ . ’ 1 1
fir k=3m+2: S,=29], T 3mrT T3 also
fir 3m < k < 3m +2 ist Sy = S’ + g, wobei a; gleich 0 bzw. ﬁ bzw.
50T T 33 ist (falls k = 3m, 3m + 1, 3m +2) und somit oy Q 0.
Hieraus erhélt man:
. / . o 3
kh—>r2<> Sy = h_r>r(1>o S, + I}Lrgo g =5 In 2.
Dies beweist unsere Behauptung.
1 1 _ 2 _ 1 1 _ 1 _ 1 1 . 14
Wegen s ~ 4 T2 @2 A -1 dn—2  dp = 0o gl

im2=3 % =5 (g -4) =2 d

Es sei ) die k-te Partialsumme von 1—§ 1 i3 1_1_1 s T3 1 %—%—I—...
und S, die m-te Partialsumme von i %". Dann gilt offenbar:

fir k=3m: Sy =S/, "

fir k=3m+1: Sp=5 + 2m1+1, und

fir k=3m+2: Sp,=5 + 2m1+1 4m+2—s;n +2= also
fir 3m <k <3m+2ist Sy =95, +ar und « E) 0, WObel ay analog wie

unter (a) gebildet ist. Hieraus erhdlt man:
lim S = lim S/ + lim a; = 1 In2.
m—00 k—o00 2

k—00

Damit gilt auch diese Behauptung.

Eine Schnecke wird auf ein 1km langes ,,Gummiband® gesetzt; sie soll das Band
von Anfang bis Ende ,durchlaufen. Sie legt pro Sekunde 1 cm zuriick. Nach jeder
Sekunde wird jedoch das Gummiband (in seiner gesamten Léange) um 1km ausge-
dehnt (die Ausdehnung soll gleichméBig iiber das ganze Band erfolgen).

Frage: Wird die Schnecke jemals das Ende des Gummibandes erreichen (falls sie
geniigend viel Zeit zur Verfiigung hat) ?

Losungshinweis zu Aufgabe 4.13 S, sei die Mafizahl des Abstands der Schnecke
vom Startpunkt nach n Schritten. Dann gilt:

Sp=(Sp1+1)- 2L = (n+ 1)(1+ 3+ + 1) (induktiv iiberpriifen!)
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Sei L, = (n+1)-100000 (MaBzahl der Gesamtléinge des Bandes nach n Schritten).
L, — S, ist die Distanz der Schnecke zum Endpunkt;
Ln—Sp=(n+1)(100000 — (1 + 1 + ...+ 1)).

Da die harmonische Reihe bestimmt divergiert, erreicht die Schnecke ihr Ziel.

Losung zu Aufgabe 4.13 Sei S, die Mafizahl des Abstandes der Schnecke vom Start- 12/4/13/3
punkt nach n Schritten, wobei jeweils ein Schritt nach Ablauf einer Sekunde und der
anschliefenden Ausdehnung des Bandes beendet ist.

Im 1. Schritt kriecht die Schnecke 1 cm und das Band wird auf das Doppelte ausgedehnt,
also auch der zuriickgelegte Zentimeter. Folglich ist Sy =141 (cm).

Im 2. Schritt kriecht die Schnecke abermals 1 cm; sie befindet sich vor der Ausdehnung
des Bandes S; + 1 cm vom Startpunkt entfernt. Nach der Ausdehnung des Bandes auf
% betrégt ihr Abstand vom Ausgangspunkt Sp = (S7 + 1)% usw.

Vor dem n-ten Schritt ist die Schnecke S,_; cm vom Startpunkt entfernt. Im n-ten
Schritt kommt 1cm hinzu, und das Band wird in seiner gesamten Lénge auf "TH

ausgedehnt, also S,, = (S,_1 + 1)”T+1
Damit gilt:

Sy = (51 + 1)% =3-(1+ %), und schliefflich induktiv:
+1

Sn - (Sn—l + 1)n

3

=(n-(+3+. +Lp+1)nHL

Es sei L, := (n+ 1)-100000. Die Gesamtléinge des Bandes nach n Schritten betrégt
also L, cm. Die noch durch die Schnecke zu bewéltigende Distanz bis zum Endpunkt
(nach n Schritten) betrdgt damit (L,, —.S,) cm.

Es ist
Ly —Sp = (n+1)-100000 — (n+ 1)(1+ 5 + ... + 1)

= (n+1)(100000 = (1+ 5+ ...+ 1)).

Da die harmonische Reihe bestimmt divergiert gegen oo, gibt es eine kleinste natiirliche
Zahl k, so dafl 100000 — (1 + % +...+ %) < 0 und damit auch L; — S < 0.

Im k-ten Schritt erreicht die Schnecke ihr Ziel.

4.14 Berechnen Sie fiir die komplexen Zahlen z; =34 4i, 2o =1—1i: 12/4/14/1
21
(a) 2122, (b) —, (c) |z,
)

(d) 2, (€) vz, (f) 1.
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Losungshinweis zu Aufgabe 4.14 (a) z1-20 =7+ 1.
1 1, 7.
b) L=—5+4§

Losung zu Aufgabe 4.14

21 344i _ B+4)(1+49)
(b) i— 1ti (-1 +q) %

() |z1| = |34 4i| = V3 + 42 =5,
(d) 25 =(1—-14i)*(1—1i)=—-2—2.
() V2 =V3+4i:=a+bi.

Wir suchen alle reellen Zahlen a,b, so dal (a + bi)? = 3 + 4i.
Aus 3+ 4i = a + bi folgt: 3+ 4i = a®> — b* + 2abi. Hieraus ergeben sich die
Gleichungen: a? —b* = 3 und 2ab = 4. b = % in a?

schliefllich die Losungen dieser Gleichungen:

a==42 und b= =1, also /3 + 41 =+(2+1).

(f) V21 =V1—1i:=a+ bi; folglich ist 1—1i = a®—b*+2abi. Hieraus ergeben sich die

Gleichungen: a? — b*> =1 und 2ab = —1. Die Losungen der Gleichungen liefern:
11 _ 1
a=+/11+v2) und b=F ¥ T also
- 1 1 .
\/1—Z—Z|:( 5(1"‘\/5) ml)

4.15 (a) Essei R,:= Y a; und

i=n-+1
. . |an+1| .
Beweisen Sie, daf8 |R,| < T, st

Ai41
a

o0

(b) Unter Benutzung von Z x—, r € R) berechne man e”!

genau, d.h., |R,|= ‘ Z

1=n-+1

104
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Lésungshinweis zu Aufgabe 4.15 (a) Induktiv iiber i zeigt man |a, 144 < ¢Yans1|. 12/4/15/2
Unter Benutzung der geometrischen Reihe erhélt man die Behauptung.

(b) Fiir a; = f— ist |az+1| <|z| =5 =¢q.
Nach (a) ist |R,| < |(11”_+;‘ < 1—(1)4 und somit |a,yq| < 5 103
n = 3 leistet das Verlangte: e%! = igo 0%111' = % ~ 1,10517.
Lésung zu Aufgabe 4.15 12/4/15/3

(a) Nach Voraussetzung ist %‘ < g <1 fir i > n. Folglich ist die unter (a) be-
trachtete Reihe absolut konvergent. Weiterhin ist |a;41| < ¢-|a;| fir ¢ > n.
Induktiv tiber i zeigt man leicht, daB |a, 411 < ¢'+|any1|. Damit erhélt man mit

Hilfe der geometrischen Reihe:

R=| Y al< S |az|—z|an+l+z|<zq @ns1] = |l Zq = ol

i=n+1 i=n+1

(b) Fiir a; := f—: ist

x4
i+ D2’
Fiir alle ¢« > 0 gilt also SS9 ¢
Entsprechend der Aufgabe (a) suchen wir das kleinste n, so da8

lania| _ 1 . 10, 1 _ 1

Fii =2 ist = _1 1.

e =2t Jan| = 55 > 5y

n = 2 leistet also noch nicht das Verlangte.
Es sei jetzt n = 3. Dann ist

Ait1|
a;

=ir1sll=5=¢

Qi1

|ani1| = ﬁ < 9;03. (Die gesuchte Zahl n ist 3.)
Wir bilden jetzt z:o“l =1+ &+ ohs + g = 8831~ 1,10517.
Damit ist ‘eo’l - 283(1)‘ < 104
4.16 Es sei z = a + bi eine komplexe Zahl. Zeigen Sie: 12/4/16/1

Y2(jal + b)) < || < lal + ol

Losungshinweis zu Aufgabe 4.16 Durch Quadrieren zeigt man %(M +10]) < 12/4/16/2
Va2 + b2 <la|l+1b|.

Hieraus ergibt sich die Behauptung.
Losung zu Aufgabe 4.16 Es ist |z| = Va? + b?. Wir zeigen: 12/4/16/3
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L %2(|a] + b)) < Va? + 5 und
2. Va2 + b2 <|al + b].
Da auf beiden Seiten der Ungleichungen nur nicht-negative Groflen auftreten, gilt:
L 2(Ja] + b)) < V@ T 82 <= 2(a® + 2|al-[o| + 1) < a® + 2

<= a®+2|al-|b| + b* < 2a* + 2b°

<= 0 < (|a] —|b])*; und diese Ungleichung ist korrekt.
2. Va2 + 02 <la| + b| = a®+b* <a®+2|al b + b

<= 0 < 2|al-|b|; und dies gilt wiederum.

4.17 Wo liegen die Zahlen z in der Gaufischen Zahlenebene mit: 12/4/17/1
(a) |2 +3 <2, (b) Re(z) > 1,
(c) ‘i:%’ =1, (d) Re(2?) =a, (a reell).

Losungshinweis zu Aufgabe 4.17 Es sei stets z =z 4 1y. 12/4/17/2

(a) Durch =5 <2< —1 und —\/4—(z+3)?2 <y <,/4— (z+3)?

ist die Losungsmenge gegeben.
(b) Mit z > 1 und y € R beliebig ist die Losungsmenge gegeben.
(¢) Mit =z = % und y € R beliebig ist die Losungsmenge gegeben.

(d) Fiir @ <0 ist durch z € R und y = £v/22 — a die Losungsmenge bestimmt; fiir
a > 0 ist sie durch |z] < /a und y = +vz? — a gegeben.

Losung zu Aufgabe 4.17 Im Folgenden sei z = x + iy. Dann gilt: 12/4/17/3

(a) |24+3|=(z+3)2+12<2 < (2+3)°+y* <4 & (v +3)? <49~

Wegen 0 < (x + 3)? ist insbesondere y* < 4, also |y| < 2.

Weiterhin gilt: o+ 3| <4 —9%2 <2 und y? <4 — (x + 3)?,

also |y| < /4 — (x +3)%

1. Fall: £+3>0. Dannist > —3 und |z + 3| =2+ 3 <2 und somit z < —1.

Also -3 <z < -1 und —\/4—(x+3)2<y<,/4—(z+3)2%

2. Fall: x+3 < 0. Dannist + < =3 und |z+3| = —z—3 < 2 und somit z > —5.

Also =5 <z < -3 und —\/4— (z+3)2 <y <,/4— (z+3)%

Folglich ist durch z = z 4+ 4y mit -5 < 2 < —1 und —/4—(z+3)? <y <
4 — (z + 3)? die Losungsmenge von |z + 3| < 2 gegeben.
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(b) Re(z) >1 <= x >1 und y beliebig.
Folglich sind durch z =z +4y mit x > 1 und y € IR beliebig alle Losungen von
Re(z) > 1 gegeben.

(0) |Z=5|=1 <= |z=1/=]z—2 und |z =2 #0

z—2
= \/(.:13—1)2+y2:\/($—2)2+y2 und m;ﬁ@
— (z-1*+y*=(2—-22*+y* und (z—2)2 +9y>#0
<= 2r=3 und (x # 2 oder y # 0)
=z :% und y beliebig.

Durch z = z4iy mit x = % und y € R beliebig sind alle Losungen von ‘72 — %‘ =1

gegeben.

(d) Esist 22 =2 — y? + i2xy. Folglich gilt:
Re(z?)=a < 2* —y*=a
— y?=2—a (>0)
<= a <2 und |y| = V22 —a.

Fir a <0 bzw. a > 0 sind durch z = x 41y mit x € R beliebig und

y=+vVr?—a bzw. mit —/a<z<,/a und y=+V2?2—a alle

Losungen von Re(2?) = a gegeben.

4.18 Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen: 12/4/18/1
a) Y, (b) Y&, () > ()
n=0 n=0 n=0

Loésungshinweis zu Aufgabe 4.18 Es seien o,, 05, 0. die Konvergenzradien der Reihen 12/4/18/2

(a) - (¢)-

(&) 0. =1
(b) o, = 2.
(c) 0= i
Losung zu Aufgabe 4.18 12/4/18/3

(a) Esist lim ,n/ = nl1_>rro10 T = 1.

Folglich ist % =1 der Konvergenzradius der betrachteten Reihe.

1

(b) Esist lim ,/ Jim = 5.

Somit ist % =2 der Konvergenzradius der Reihe.
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(c) Essel a,:= (2”> = &) Folglich ist

n

nin!’
| @na2lnlnl g ongl 5245 Ly

14+ % n—00
Somit ist i der Konvergenzradius der Reihe.

4.19 Essei P = Z ¢, die Cauchysche Produktreihe von Z a” und

12/4/19/1
n=0 "0
Z(n-i— 1)a™ mit |a| < 1.
n=0
(a) Man zeige: ¢, = W cam

(b) Welchen Grenzwert hat P 7
Losungshinweis zu Aufgabe 4.19 (a) Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 12/4/19/2
dem Produkt.

_ 1
(b) P=ts

Losung zu Aufgabe 4.19

12/4/19/3
(a) Wir bilden das Cauchyprodukt P = > ¢, der Rethen » a" und > (n+1)-a".
Nach Definition dieses Produkts gilt:nzo " i
P=(Xa")(Xm+1a)=3 (3 a(+1)a)
n=0 n=0 n=0 i+j=n
=3 (X G+D)a" =Y (Xw+D)a
n=0 i+j=n n=0 v=0
_ z_:o (D) o
AISO Cp = w.an‘
(b) Es ist nzzoan = ﬁ und somit
_1 5 = (Za")-(Za”) => ( > 1)-(1” => (n+1)-a"
(1-a) n=0 n=0 n=0 itj=n n=0
; ; _ 1 1 _ 1
Folglich ist P = ;= o
4.20 Man beweise fiir alle z,y € R : e®-e¥ = e* 1V, 12/4/20/1
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Losungshinweis zu Aufgabe 4.20 Das Cauchy-Produkt von e* = Z%T mit sich 12/4/20/2
selbst liefert das Resultat.

o0

Losung zu Aufgabe 4.20 Fiir alle x € R ist e" := %L 12/4/20/3
n=0

Mit Hilfe des Cauchyprodukts fiir Reihen und des binomischen Satzes erhélt man:
ter = (SN (S Sy (S v
e-e¥ = (Z ff@!) (ZO n!) - z%(yoi! (nfl/)!)

n= n= n=

Il
]
S |—
=
+
<@
s
]
=
3|+
S
3

4.21 Zerlegen Sie exp(ix) Z

in Real- und Imaginérteil (i? = —1). 12/4/21/1

Losungshinweis zu Aufgabe 4.21 In absolut konvergenten Reihen diirfen die Glieder 12/4/21/2
beliebig umgeordnet werden, ohne das Konvergenzverhalten und die Werte der Reihen

zu verdndern.

Wegen " = (—1)" und "' = (—1)"-i lassen sich die reellen und imaginéiren Glieder

der Reihe zu neuen Reihen zusammenfassen.

Loésung zu Aufgabe 4.21 Da Z 2" fiir alle z € € absolut konvergiert, darf die Reihe 12/4/21/3

beliebig umgeordnet werden, ohne das Konvergenzverhalten und den Wert der Reihe zu
verdndern.

Fiir gerade n, n = 2m, ist

(1;17)” _2mog2m _1ym. r2m
nl (2m)! (=1) (2m)!
Fiir ungerade n, n=2m+ 1, ist
(Zl‘)n . i2m+1_$2m+1 i m m27n+1
T @mt ) =i(=1) @m+ )"
Folglich gilt:
> (i )” > m_ g?m -~ m 2m+1
n=0 n:O n=0
Also
Re(exp(ix) Z ) und
m=0
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o0

Im(exp(iz)) = Z(—Um-%.

m=0

4.22 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und formulieren 12/4/22/1
Sie das jeweils benutzte Konvergenzkriterium:

() Yoo, (© i_’ff“i%

hE
3‘3

n=1 n
o] | [e%e] 2
) X @ X1ty
Losungshinweis zu Aufgabe 4.22 Es seien a,,...,d, die n-ten Summanden der 12/4/22/2

Reihen (a) - (d).
(a) Das Quotientenkriterium liefert |%| > 1, folglich ist 3" a,, divergent.
(b) > % ist eine konvergente Majorante von Y b, folglich ist " b, absolut konver-
n
gent.

(c) % ist eine divergente Minorante von } ¢,, folglich ist Y ¢, divergent.

(d) Die Folge (|d,|) ist streng monoton fallend; folglich ist Y d,, nach dem Leibniz-
Kriterium konvergent.

Losung zu Aufgabe 4.22 12/4/22/3

(a) Wir benutzen das Quotientenkriterium (Teil 2):
Es sei a, # 0 fiir jedes n. Dann gilt:
Ist ‘GZ“’ > 1, fiir (fast) alle n, dann ist Y _a, divergent.

n

. n .
Es sei a, = % Dann ist

ns1| _ (D"l (mH) =1
an (n+1)n" n :

Folglich ist Zan divergent.

(b) Wir benutzen das Majorantenkriterium (Teil 1):
Es seien Z Qs Z b, Reihen mit nicht-negativen Gliedern und es sei a,, < b, fiir

(fast) alle n. Dann gilt: Ist an konvergent, so ist auch Zan konvergent.
_vn+1

Es sei a, := *3 . Dann ist
n° +3
_ vn+1 1 1 1 . s
a, = Y 'n2+§§n2+égﬁ‘_bn fir n > 2.

Da an konvergiert, ist auch Zan konvergent.
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(c) Wir benutzen das Majorantenkriterium (Teil 2):
Es seien Z an, Z b, Reihen mit nicht-negativen Gliedern und es sei a,, < b, fiir

(fast) alle n. Dann gilt: Ist Zan divergent, so ist auch an divergent.

Es sei jetzt b, := 2";1. Wegen b, = % + % > % > % := a,, 1st die harmonische
n n

Reihe Z a, eine divergente Minorante von Z b,. Folglich ist Z b, divergent.

(d) Wir benutzen das Leibniz-Kriterium: Ist »_a, alternierend und (|a,|) eine
monoton fallende Nullfolge, dann ist Zan konvergent.

Es sei a, := (—1)”-%%. Offenbar ist » a, alternierend und (|a,|) eine mono-

ton fallende Nullfolge. Folglich ist Z a, konvergent.

4.23 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und formulieren Sie das
jeweils benutzte Konvergenzkriterium:

o 2n 43 - _m? s _nyw(. 1 1
Losungshinweis zu Aufgabe 4.23 Es seien a,,...,c, die n-ten Summanden der

Reihen (a) - (c).

(a) > % ist eine divergente Minorante von > a,; folglich ist ) a, divergent.

(b) Es ist |a2+1| < %(1 - %)2 < %, folglich ist 3 b, nach dem Quotientenkriterium
absolut konvergent.
(c) Die Folge (|c,|) ist streng monoton fallend, folglich ist > ¢, nach dem Leibniz-

Kriterium konvergent.

Loésung zu Aufgabe 4.23

(a) Wir benutzen das Majorantenkriterium (Teil 2):
Es seien Z an, Z b, Reihen mit nicht-negativen Gliedern und es sei a, < b, fiir
(fast) alle n. Dann gilt: Ist Zan divergent, so ist auch an divergent.

Es sei jetzt b, := 2n JQF 3. Wegen b, = % + % > % ‘= a,, ist die harmonische Rei-
n n

he Z a, eine divergente Minorante von Z b,. Folglich ist Z b, divergent.

(b) Wir benutzen das Quotientenkriterium (Teil 1):
Es sei a, # 0 fiir jedes n. Dann gilt: Gibt es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1, so dafl
%’ < g fiir (fast) alle n, soist »_ b, konvergent.

n

. L m2 . .
Es sei a, := CESIER folglich ist
tng1| _ 2n+1)°(n+1):3" _ (n+1)° _ (n+1)?
an, (n+2)-3"+1.2n2 n?(n+2)-3 —  3n?
_ 1. (n+1\2 _ 1. 1\2 - 1. 1\2 3. g
=5 () =5 () <5 (1+g) =F=q firn>2

Folglich ist Z a, absolut konvergent.
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(c) Wir benutzen das Leibniz-Kriterium: Ist ) a, alternierend und (|a,|) eine
monoton fallende Nullfolge, dann ist Zan konvergent.

Es sei a, = \% — 1+ . Offenbar ist a, >0 und somit » (—1)"-a, alternie-
n n

rend. Weiterhin ist

o — 1 1 _vntl-vn
" n n+1 vn(n+1)
_ (Wn+1-vn)(Vn+1++/n)
Vi + 1D (Vn+1+n)
pu— 1 .
Vnn+1)(Vn+1++/n)
Folglich ist (|a,|) eine monoton fallende Nullfolge und daher » (—1)"-a, kon-
vergent.
. > 1
4.24 (a) Berechnen Sie nz::l EESIk 12/4/24/1
. . n
(b) Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten von nz::l EESIER
. . . > 1 o
Losungshinweis zu Aufgabe 4.24 (a) z::l wn D) 1. 12/4/24/2

(b) (nfl)Q > - Jlr 3 > ~ i 5 st eine divergente Minorante von > " 21)2.

Folglich ist die Reihe divergent.

Losung zu Aufgabe 4.24

(a) Es ist n(n1+ 5= % — %ﬂ (vgl. Aufgabe 4.4). Folglich ist

12/4/24/3

k 00
o 1 —1__1 ; 1
Sk .—nz::ln(n_H) 1 ] und somit nz::ln(n—s-l) 1
(b) Wir benutzen das Majorantenkriterium (Teil 2):
Es seien Z Qs Z b, Reihen mit nicht-negativen Gliedern und es sei a,, < b, fiir

(fast) alle n. Dann gilt: Ist Zan divergent, so ist auch an divergent.

Es sei jetzt b, := ﬁ Dann ist b, = +%+1 znigzzan
n n =

Da die harmonische Reihe divergiert, ist auch Z a, divergent und somit Z by,.

4.25 Untersuchen Sie die folgenden Reihen Z a, auf Konvergenz: 12/4/25/1
n=1
n+4+1)"
(a) an= (nTTl)’

(b) an:(—l)"an1+b, a,beR, a,b>0,
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() a, = (a + %)n, a <R

Formulieren Sie das jeweils benutzte Konvergenzkriterium.

Losungshinweis zu Aufgabe 4.25 (a) Z% ist eine divergente Majorante der 12/4/25/2
Ausgangsreihe. Folglich ist diese
divergent.

(b) Die Folge (|a,|) ist streng monoton fallend. Nach dem Leibniz-Kriterium ist
die Ausgangsreihe konvergent.

(¢) Nach dem Wurzelkriterium ist die Reihe fiir |a| < 1 absolut konvergent und
fir |a| > 1 divergent. Fiir |a| =1 ist (a,) keine Nullfolge, folglich ist
die Reihe nicht konvergent.

Losung zu Aufgabe 4.25 12/4/25/3
(a) Wir benutzen das Majorantenkriterium (Teil 2):

Es seien Z (U, Z b, Reihen mit nicht-negativen Gliedern und es sei a, < b, fiir

(fast) alle n. Dann gilt: Ist Zan divergent, so ist auch an divergent.

n
Es ist a, := (”TH) A1 Z% ist eine divergente Minorante von Y _ a,.

n=n
Folglich ist Zan divergent.
(b) Wir benutzen das Leibniz-Kriterium: Ist ) a, alternierend und (|a,|) eine

monoton fallende Nullfolge, dann ist Zan konvergent.
Offenbar ist (|a,|) eine monoton fallende Nullfolge. Folglich ist ) _a, konvergent.

(¢) Wir benutzen das Wurzelkriterium (,, Limesform*):
Es existiere lim {/|a,|.
n—oo
Wenn  lim lan| <1, soist > a, konvergent;

wenn - lim la,| > 1, soist Y a, divergent.
Es ist

lim
n—oo

Vlan| = Jim Jou| = Jim |+ 7| =1al.
Fiir |a] <1 ist Y a, absolut konvergent, fiir |a| > 1 ist > a, divergent.
Fiir den Fall, dafl |a] =1 ist, sind gesonderte Untersuchungen erforderlich.
1. Fall: a =1; dann ist a, = (1 + %)n — e.

n—o0

Folglich ist (a,) keine Nullfolge und somit »_a, nicht konvergent.
2. Fall: a = —1. Wir betrachten

o n+1 1 ntl o n+1 n

a1 = (=1) '<1_n+1> =(=1) (nil) (n?&-l)
_(_1\n+l, n_ . 1 _ (_1\nt+l, n_ . 1
- ( 1) n+1 (n+1)n - ( 1) n+1 (1+ %)n

n 1 1 : .
Wegen 1 — 1 und (EeD — st (@n+1) keine Nullfolge;

also auch fiir a = —1 ist Z a, divergent.
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Fiir den Fall |a| =1 haben wir das folgende Kriterium benutzt:
Ist (a,) keine Nullfolge, dann ist » a, divergent.

4.26 Bestimmen Sie den Konvergenzradius fiir die folgenden Potenzreihen: 12/4/26/1

(a) Y %T " reR,
n=1
(b) Y Vnra" zeR,

[e.e]
(c) Z %x"; 2 € IR. Geben Sie bei (c) das genaue Konvergenzgebiet der Reihe an.

n=1
Losungshinweis zu Aufgabe 4.26 Seien g,, ..., 0. die Konvergenzradien der Reihen 12/4/26/2
(a) - (c).
1
(a> Oa = ¢~
(b) o =0.
(¢) o.=1. Fir x = —1 ist die Reihe konvergent, fir x = 1 divergent.
Lésung zu Aufgabe 4.26 12/4/26/3
(a) Essei a, := %T,L Dann ist
ans1| _ (n+1)" nl  (n+1)" 1
an | (n+Dla® 0" (1+H> ,chf e.

Folglich besitzt Zan:v" den Konvergenzradius %.

(b) Essei b, :=+/n". Dann gilt:

M: \n/\/ﬁn:\/ﬁmoo-

Folglich ist der Konvergenzradius von Z bpx™ null.

(c¢) Es seijetzt ¢, := % Dann ist
Cntl| _ _n 1
Cn n+1l pooo

Somit besitzt chx" den Konvergenzradius 1, d.h., fir |z] < 1 ist chzn

absolut konvergent und fiir |z| > 1 ist »_ ¢,2" divergent.
Fiir |z| =1 sind gesonderte Untersuchungen notwendig.
Ist # = —1, so erhidlt man die alternierende Reihe Z(—l)"%, die nach dem

Leibniz-Kriterium konvergiert. Ist x = 1, so entsteht die harmonische Reihe, die
bekanntlich divergiert. Damit ergibt sich als Konvergenzgebiet [—1,1).

12.5 Reelle Funktionen; Stetigkeit
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5.1 Zeigen Sie mit Hilfe der e-0-Abschitzung, daf die Funktionen +/z und f-g stetig 12/5/1/1
sind, falls f und g stetig sind.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.1 Fiir /2 an der Stelle a = 0 leistet § := &2 das 12/5/1/2
Verlangte. Fiir a > 0 leistet § := \/a-¢ das Verlangte.
Sei 0<e<lund 1=+ 9= -—~—5_——. Aufgrund der Stetigkeit von f

- 2+ g@D) 2 20+ If@)
bzw. g existieren fiir €1 > 0 bzw. g9 > 0 entsprechende §; > 0 bzw. do > 0. Wahlt

man ¢ := min{dy, da}, so ist fir |x —al < d auch |(f-g)(z) — (f-g9)(a)] <e.

Losung zu Aufgabe 5.1 Eine Funktion ist stetig, wenn sie in ihrem gesamten Defini- 12/5/1/3
tionsbereich stetig ist.

Wir zeigen zunichst, dafl /= an jeder Stelle a € R, a > 0 stetig ist. Dazu sei ¢ > 0.
1. Fall: a =0. In diesem Fall wihlen wir § := 2.

Dann gilt fiir alle « > 0:

Wenn |z — 0] = |z| < 4, so \/m<\/3:€; also |z — V0| =z <Vé=c¢.

2. Fall: a > 0. Hierfir wéhlen wir § := \/a-e.

Dann gilt fiir alle x > 0:

Wenn |z —a| <6, so |vz —+a| = |\F+\|F<|x\;aa|<\%:€'

Es seien nun D(f), D(g) die Definitionsbereiche von f bzw. g und D := D(f)ND(g).
Dann ist D der Definitionsbereich von f-g.

Es geniigt zu zeigen, dafl f-g an jeder Stelle a € D stetig ist.
Nach Voraussetzung sind f und ¢ in a stetig. Sei 0 < e <1 und £1,e9 > 0, so dafl

L £ — [}
T gy M ST s

Dann gibt es 1,95 > 0, so dafl fiir alle x € D gilt:

Wenn |z —a| < d1, so |f(z) — f(a)] <e1 und
wenn |z —al < d2, so |g(x) — g(a)| < ea.

Sei jetzt § := min{dy,d2} und |z —a| < §, dann ist

(f-9) (@) = (f-9)(a)| = [f(x)g(x) — f(x)g(a) + f(x)g(a) — f(a)g(a)l
<|f(@)|-lg(z) — g(a )|+|9( )-1f (@) = fla)]
< [f(@)]-e2 +[g(a)]-¢
= [f(z) = f(a) + f(a )|‘€2+|g(a)!'81
< (1f(x) = fla)| + [f(a)])-e2 + |g(a)]-&1
< (I+[f(a)])-e2+ (1 +|g(a)])-&1
=f+s=c
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5.2 Untersuchen Sie, in welchen Punkten aus R die folgende Funktion f stetig 12/5/2/1
bzw. nicht stetig ist:

0 fiir x <0,
() = x fir 0<z <1,
—x?4+d4r—2 fir 1<a<3,

4—x fir 3 <z.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.2 Ganz-rationale Funktionen sind in ihren Definiti- 12/5/2/2
onsbereichen stetig. Mit Hilfe der links- und rechtsseitigen Grenzwerte an den Stellen
0, 1, 3 erhélt man die Stetigkeit von f an diesen Stellen. f ist also in R stetig.

Losung zu Aufgabe 5.2 Im Beweis benutzen wir folgende Eigenschaften: 12/5/2/3

1. Ganz-rationale Funktionen sind stetig in R.
2. f ist an der Stelle a stetig <= f besitzt an der Stelle a den Grenzwert f(a).

3. f besitzt an der Stelle a den Grenzwert f(a) <= f besitzt an der Stelle a
den links- und rechtsseitigen Grenzwert f(a).

Wir betrachten zunéchst die ,,sensiblen® Stellen {0, 1,3}.

lim f(z) =1lim0=0 und lim f(z)=limz = 0;

<0 <0 >0 >0

. R o . s 2 . .

lim f(z) =limz =1 und lim f(z) = lim(-2" + 42 - 2) = 1;

z<1 <1 x>1 x>1

. i (2 o9\ : _ 1 ) —
lim f(z) =lim(-2"+ 42 -2)=1 und lim f(z) =lim(4 -z) = 1.
<3 <3 >3 >3

Folglich ist f an den Stellen 0,1, 3 stetig. Dariiber hinaus ist f in R\ {0,1,3} stetig,
da ganz-rationale Funktionen in R stetig sind. f ist also in ganz IR stetig.

5.3 Essei x € R. [z] bezeichne diejenige ganze Zahl mit der Eigenschaft 12/5/3/1
r—1<[z] <.
Man bestimme das Stetigkeitsverhalten der folgenden Funktionen:
(a) f(x) = [z] mit D(f) =R,
(b) f(x) =2 —[z] mit D(f)=R.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.3 (a) f istin R\ Z stetig und an den Stellen k& € Z 12/5/3/2
unstetig.

(b) f istin R\ Z stetig und an den Stellen k € Z unstetig,.

Losung zu Aufgabe 5.3 12/5/3/3

(a) Sei k € Z beliebig. Offenbar ist f in dem Intervall (k— 1, k] konstant und somit
in dem offenen Intervall (k — 1, k) stetig.
f ist an der Stelle k£ unstetig, denn
limfz] =k—1 und lim[z] = k.
z<k >k

f ist also in R\ Z stetig und an den Stellen k € Z unstetig.
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(b) Sei k € Z. Dadie Funktion [z] in (k—1, k] konstant ist, ist f als lineare Funktion
in (k—1,k) stetig.
An der Stelle k£ ist f unstetig, denn

lim (z — [z]) = lim 2 — liir%[:v] =k—(k—1)=1 und

w‘<k <k <k
lim(z — [2]) =k -k =0.
x>k

Folglich ist f in IR\ Z stetig und an den Stellen k € Z unstetig.

5.4 Essei f:R— R und a,b € R. Zeigen Sie: 12/5/4/1
Ist f injektiv und stetig in [a,b], dann ist f streng monoton in [a,d].

Losungshinweis zu Aufgabe 5.4 Aufgrund der Injektivitit ist f(a) # f(b). Fir 12/5/4/2
fla) < f(b) bzw. f(a) > f(b) zeigt man leicht, daB f streng monoton wichst bzw.
fallt in [a, b].

Losung zu Aufgabe 5.4 Aus der Injektivitit von f in [a,b] folgt f(a) < f(b) oder 12/5/4/3
f(b) < fla).
1. Fall: f(a) < f(b). Wir zeigen, dal f streng monoton wéchst.
Angenommen, f ist in [a,b] nicht streng monoton wachsend, dann existieren
ai,as € [a,b] mit a; < az und f(ay) > f(az).
Wir nehmen eine erneute Fallunterscheidung vor:
(a) f(b) < flaz). Wegen f(a) < f(b) ist f(a) < f(az) < f(a).
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ € (a,a;), so dafi f(c) = f(a2).
Das widerspricht der Injektivitit von f.
(B) flaz) < f(b); dann ist f(ay) < f(b) oder f(b) < f(a1) und schlieBlich
flaz) < fla1) < f(b) oder flaz) < f(b) < f(an).

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢ € (ag,b), so dafi f(c) = f(a1) oder
es existiert ein ¢ € (ay,az), so daB} f(c) = f(b). In jedem Falle erhélt man einen
Widerspruch zur Injektivitat von f. Folglich ist f streng monoton wachsend.

2. Fall: f(b) < f(a). Hierfir zeigt man vollig analog wie im ersten Fall, da f in [a, b]
streng monoton fillt.

5.5 Die Funktion f sei2 in IR definiert durch: 12/5/5/1
=2 falls ¢ N,
‘-3 +2
f(x):{ -6 falls z e N
et alls « € IN.

Bestimmen Sie die Unstetigkeitsstellen von f.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.5 Rationale Funktionen sind innerhalb ihres Defini- 12/5/5/2
tionsbereiches stetig.
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Fir x ¢ N ist f(z) = x2$_23_xﬁ_2 = L5 stetig.

Weiterhin gilt: f(n) = lim f(z) <= ne{l,4}.
Folglich ist f in (R\IN)U{1,4} stetig und an den restlichen Stellen unstetig.

.. .. : _ 2 —a  _ zx-1) 5
Losung zu Aufgabe 5.5 Fir z ¢ N ist f(z) = PR el e s e il
f ist an der Stelle —1 nicht definiert und somit auch nicht stetig.

Wir betrachten jetzt die Stellen 1 bzw. 2. Fiir x # 1 und z # 2 ist
] — i X — 1 —
ling f(o) =l 25 = ~1 = £(1).

Folglich ist f in 1 stetig. f besitzt an der Stelle 2 keinen Limes, damit ist f in 2
nicht stetig. Es sei nun n € N\ {—1,1,2}; dann ist
f(n) =57 wnd Jim f(2) = Jim Ly = Sy (fir o £ ).

Man iiberlegt sich leicht, dafl
f(n) = lim f(z) < ne {1,4}.

Folglich ist f auch in 4 stetig und an den Stellen n € IN\ {1,4} unstetig.
Fiir jedes n € IN ist f offenbar in dem offenen Intervall (n,n 4+ 1) stetig.

Insgesamt erhélt man:

D(f)=R\{—=1} und f istin (R\IN)U{1,4} stetig.

5.6 Essei x>0 und
L falls z=2, m,neN und m,n teilerfremd,
flz)=qm e
0, falls z irrational.
Zeigen Sie, dafl f in allen rationalen Punkten seines Definitionsbereiches nicht
stetig und in allen irrationalen Punkten stetig ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.6 Sei a = [, also fla) = % In jeder Umgebung

von a existiert eine Folge (a;) von irrationalen Zahlen a; mit a; — a und 0 = f(a;) =
n; _ 1

™, —= f(a) = m

f ist also in a nicht stetig.

1
m;
fast alle i. Fiir irrationale a; gilt: f(a;) = 0 < e. Hieraus folgt die Stetigkeit von f
in a.

Sei a irrational, a; — a und ¢ > 0. Fiir rationale a; = % gilt: f(a;) = < e fir

Losung zu Aufgabe 5.6 Sei a := I rational, also f(a) = % (>0).

Da es in jeder Umgebung von a unendlich viele irrationale Zahlen gibt, existiert eine
Folge (a;) von irrationalen Zahlen mit a; — a.

Wegen f(a;) =0 fiir alle ¢ konvergiert die Folge (f(a;)) nicht gegen f(a).

Folglich ist f an der Stelle a nicht stetig.
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Es sei nun a irrational und a; — a. Weiterhin sei ¢ > 0 (beliebig) und ¢ > 0.

Offenbar gibt es nur endlich viele m € N mit m < % Folglich existieren auch nur

endlich viele Il € (0,¢), so dal m < % (demn b < ¢ <= n < me), d.h, fiir fast alle

oo (0,c) ist m>1 also L <e.
m 9 m

Fiir die irrationalen Folgeglieder a; ist f(a;) = 0. Fiir die rationalen a; := % (die alle

in einem hinreichend grofen Intervall (0,c) liegen) ist f(a;) = 1

= 2 < ¢ fur fast alle 1.
m;

Somit gilt:  f(a;) — 0= f(a); folglichist f in a stetig.
1—r 00

5.7 Man untersuche, ob die folgenden Funktionen Umkehrfunktionen besitzen
und bestimme sie ggf.:
(a) f(x)= i fur f: [0,00) — [0,1),
(b) f(z)=¢" fir f:[0,00) — [1,00),
(¢) flx)=+v22—-1 fir f: [%,oo) — [0, 00).

Losungshinweis zu Aufgabe 5.7 In jedem Fall besitzt f eine Umkehrfunktion g.
Es gilt:

Losung zu Aufgabe 5.7 Eine injektive Funktion f : M — N besitzt eine Umkehr-
funktion f~': N — M.

Fir alle x € M und y € N gilt: f(z) =y < [ }y) ==

Um die Umkehrfunktion zu berechnen, ist also die Gleichung f(z) = y nach z auf-
zulosen. Will man Funktion und Umkehrfunktion mit Hilfe des gleichen z-y-Koordina-
tensystems darstellen, sind die Variablen z,y in der Gleichung f~!(y) = z zu vertau-
schen, so daf sich fiir f~!:= g als Umkehrfunktion y = g(x) ergibt.

(a) Wir zeigen zunéchst, dal f injektiv ist. Dazu seien 1, x9 > 0. Dann gilt:

f(xl) = f(xQ) — xlmj_ 1= mng-l

< T1T9+ X1 = T1T9 + X9
< T1 = Ta.

Wir 16sen die Gleichung f(x) = —%— =y nach z auf. Es ist

z+1
y=1 = ylx+1)—2x=0
— z(y—1)+y=0
= v = —-Qf%gi.
Durch z = f'(y) = —# bzw. y=g(z) = —xf 7 ist die gesuchte Umkehr-

funktion von f gegeben.
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(b) Offenbar ist f streng monoton wachsend, folglich ist f injektiv.
Wir 16sen jetzt die Gleichung y = e nach z auf. Fiir z > 0 ist

Yy = SN Iny =2*Ine = 22

<= x =/Ilny. (z ist nicht negativ !)
Also durch z = f'(y) = \/Iny bzw. y = g(x) = VInz ist die Umkehrfunktion

von f gegeben.

(¢) f ist wiederum streng monoton wachsend und somit injektiv. Fiir z > % 16sen wir

die Gleichung y = v/2x — 1 nach z auf. Es ist
y=V2r—-1<+= Y =2r—1 <= 1=

Durch z = f"!(y) = Y1 by, y=g(x)=1=2

2
f dargestellt.

5.8 Berechnen Sie:

(a) lim 2~ 9 (¢) lim (\/ D a:),

r—3 rz—3’ T—r00

ist die Umkehrfunktion von

(b) lim YZ2+t1-1 (d) lim (\/x—l-\/_—\/:c—\/E)

z—0 x T—00

Losungshinweis zu Aufgabe 5.8 (a) lim

—3 T —3
(b) lim vaztl-1_
z—0 x ’

(¢) lim(Va?+z—2)=

T—00

(d) lim (\/x+\/_—\/x—\/§):1.

T—r00

D=

Losung zu Aufgabe 5.8

(a) Fir x#3 ist Cf;:?? =z + 3. Folglich ist

lim =9 = lim(z + 3) = 6.
r—3

—3 T —3

(b) Fiir = # 0 ist
Va+1-1_  2?41-1

1‘2—9:6

— x
z (Va2 141 VaZri+1
Dann gilt:
z—0 x =0 22 +14+1 lim, o(Va2+1+1)

(¢) Fir x>0 ist

2 .2
Va2 g —p=2L 227 =

[\ [em]

x
vaz+r+ao Vit ax+x
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Wegen % — 0 gilt:

T—00
lim (Va2 + 2z —2) = lim ——L =1
Z—00 z=oo 11, 2

(d) Fir x>0 ist
S S VT (2= V)
\/:E—I—\/_ \/CL’ \/E \/x—l-\/f-i-\/x—\/f
2w
Va+ e+ e -z
2

N \/1+ﬁ+\/1fﬁ'

Wegen L —— 0 gilt:
Tr x—0o0

NG
gcli_)lglo(\/x—i-\/_—\/x—\/i):lim 2 7:1.

5.9 (a) Zeigen Sie, daff die Funktionen
flx) =Yz mit  f:[0,00) = R,
g(x) =log, « mit g¢:(0,00) - R,
h(x) = arcsinz mit h:[-1,1] - R
stetig sind.

(b) In welchem Intervall ist f(x) = \’/ |log, (arcsinx)| stetig und warum 7

Losungshinweis zu Aufgabe 5.9 (a) Da die Umkehrfunktionen von (injektiven)
stetigen Funktionen stetig sind,
gilt die Behauptung.

(b) Die Verkettung stetiger Funktionen ist stetig. Folglich ist f in D(f) stetig
und es ist D(f) = (0, 1].

Losung zu Aufgabe 5.9

(a) Wir benutzen folgende Eigenschaft:

Ist f: M — N injektiv und stetig, dann ist f~!': N — M stetig.

(o) Wir betrachten die Funktion f; : [0,00) — [0,00) mit fi(z) = 2"
Offenbar ist f; injektiv und stetig. Folglich ist auch f = f;' stetig.

(B) Fir 0 < a # 1 sei gi(z) = a®. Dann ist g; : (—o0,00) — (0,00) streng
monoton (also injektiv) und stetig. Somit ist auch g(x) =log, = stetig.

(v) Essel —=f <2 < § und hi(z) = sinz. Dann ist hy @ [-F, F] — [-1,1]
injektiv und stetig und somit h(z) = arcsinz stetig.
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(b) Wir bestimmen zunéchst den Definitionsbereich D(f) von f.
Esist D(arcsin) = [—1,1] und der Wertebereich von arcsin ist [~7, T]. Weiterhin
ist D(log,) = (0,00). Damit ergibt sich D(log, o arcsin) = (0, 1]. Das Vorzeichen
von log,(arcsinx) spielt keine Rolle, da unter der Wurzel der Betrag genommen
wird. Somit erhélt man D(f) = (0, 1]. In diesem Intervall ist f auch stetig, da die

Verkettung stetiger Funktionen stetig ist.

. 2
5.10 Essei f(z)= {(1] iur ac2 i ;’ mit f:Q — R. 12/5/10/1
ir «

Beweisen Sie, dafi f stetig ist in Q.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.10 Mit Hilfe der e-6-Definition der Stetigkeit 148t 12/5/10/2
sich die Stetigkeit von f an jeder Stelle r € Q zeigen. Dabei ist die Fallunterscheidung
7| < /2 bzw. |r| > /2 hilfreich.

Losung zu Aufgabe 5.10 Sei r rational und ¢ > 0. 12/5/10/3

1. Fall: » < —/2. Dann ist 72 > 2 und somit f(r) = 1.
Wir wihlen ¢ > 0, jedoch so klein, dal 7+ 6 < —v/2. Fiir alle z € Q gilt dann:

Wenn |z —r| <6, so |f(z)— f(r)]=1-1=0<ce.

2. Fall: —/2 <7 < /2, also 72 < 2 und somit f(r) = 0.
Es sei 6 > 0, jedoch so klein, dafl —V2<r—§ und r+6 < /2. Fiir alle z €Q gilt:

Wenn |z —r| <4, so |f(z)— f(r)]=0—-0=0<e.

3. Fall: v/2 < r, also 7?2 > 2 und damit f(r) = 1.
Sei 6 >0 und V2 <7 —4. Fiir z €Q erhilt man:

Wenn |z —r| <4, so |f(z)— f(r))]=1—-1=0<e.
Folglich ist f an allen Stellen r € Q stetig.

5.11 Priifen Sie, ob die folgenden Funktionen in a stetig sind: 12/5/11/1
m22_27$_3 fir x # —1;2,
(a) flx)=¢ © 7772
% fir z=—-1, a= -1,

fir x #0,
fir x =0, a=0.

() fa)={ 5

Losungshinweis zu Aufgabe 5.11 (a) Esist 1im1f(x) = f(-1); folglich ist f in 12/5/11/2
z——
—1 stetig.

(b) Fir =z, = 1—1—1n7r gilt: x, — 0, aber f(z,) # f(0).
2

Folglich ist f in O nicht stetig.

Losung zu Aufgabe 5.11 12/5/11/3
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. o sy 22-922-3 _ (z+1)(x—-3) _ -3
(a) Fir o # 1;2 ist T r2 D@y o=

Fir a = —1 gilt dann:

o2 -2z —3 _ g r—3 _ 4 _
lim —="—=" = lim 7= = 3 = f(a).

Damit ist f an der Stelle a = —1 stetig.

(b) Wir betrachten die Folge (z,,) mit 2, := w1 n € IN. Dann gilt:

5 +nr’
t, — 0 und f(z,) =cos -+ =cos(Z +nm) =0 fiir alle n.
n—oo

Tn

Also f(z,) =0# 1= f(0). Folglich ist f an der Stelle a = 0 nicht stetig.

5.12 Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen an der Stelle a einen Grenzwert 12/5/12/1
besitzen:

W 1) ={

r+1 fir x <0,
2" fir x>0, a=0,

Vel =1 iy x>0,
X
1 fir =0, a=0,

cos(3 -x) fir |z <1,

© 1) ={

e —1]  fir |z|>1, a=1, a=-1.
Losungshinweis zu Aufgabe 5.12 (a) lin% f(z) =1. 12/5/12/2
T—

. ./90—1_ 1 0o i—2
(b) Es ist GT— =+

Nach dem Lemma 4/5/7/2 existiert der Limes der Reihe.
Folglich existiert der Limes von f an der Stelle 1 nicht.

(c) An der Stelle —1 besitzt f keinen Grenzwert; an der Stelle 1 ist der Grenz-
wert 0.

Losung zu Aufgabe 5.12 12/5/12/3

(a) Es geniigt nachzuweisen, daf§ f an der Stelle a den links- und rechtsseitigen
Grenzwert f(a) besitzt. Fir o <0 ist

fle) =2 +1 —1=20= (0)
z—
und fiir x > 0 ist
fla)=2" — 2" = f(0).
z—0
Folglich besitzt f an der Stelle a den Grenzwert f(0) = 1.

(b) (Fiir 2 <0 ist e® < 1 und somit e” — 1 < 0. Damit ist f(x) fiir < 0 nicht definiert.)
Es sei « > 0. Dann ist
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) i=2
. . =2 1.
Nach dem Lemma 4/5/7/2 ist QID%ZQ — =
1=
weiterhin ist L —— oo und somit lim Y& = 1 _ 00.
z—0 z—0 x

An der Stelle a = 0 existiert der Limes nicht.

(c¢) Es sei zunédchst a = —1. Fiir x < —1 ist

fla)=lz-1f=—(z -1 =1-2 — 2

fir —1 <z und |z| <1 ist
f(z) = cos(§-x) — cos(—5) = 0.
T——
Folglich besitzt f an der Stelle a = —1 keinen Grenzwert.
Es sei nun a = 1. Ist |z| < 1, so ist

f(x) = cos(g-x) j) cosy =0= f();

fir x > 1 ist
flz)=]lz—-1=2-1—0.

r—1

Folglich besitzt f an der Stelle a =1 den Grenzwert 0.

5.13 Untersuchen Sie die Funktion f:R — R mit f(z)= lim i —
auf Stetigkeit.

—1, firx <0,
Losungshinweis zu Aufgabe 5.13 Esist f(x) =4 0, firxz =0,
1, fiir x > 0.

Damit ist f in R\ {0} stetig und in 0 unstetig.

Losung zu Aufgabe 5.13 Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor.
1. Fall: z < 0. Es ist

n*—n"% _ np?*_1

n*+n"*t n?* 41’

und wegen 2x < 0 ist n** —— = 0. Folglich erh#lt man

n—oo

f(z) = lim n—1_ 9

n=co n2% +1 -

2. Fall: z=0; also ™ J:Zg =0 und somit f(0) = 0.

no

3. Fall: z > 0. Es ist

n*—n"% _1l—-n"
n® +n"" 14+n-2®

2z
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~2 (. Folglich ist

n—oo

Wegen —2x <0 ist n

BT 1—n=2* _

Damit ist f offenbar in R\ {0} stetig und an der Stelle 0 unstetig.

5.14 Essei f(z)= nh_}rgo el 12/5/14/1
(a) Geben Sie Definitionsbereich und Wertebereich von f an.

(b) Untersuchen Sie, in welchen Punkten des Definitionsbereiches die Funktion f
stetig bzw. nicht stetig ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.14 (a) D(f) =R\{-1}, W(f) = {0, %, 1}. 12/5/14/2

(b) f istin R\{—1,1} stetig und in {—1,1} nicht stetig (in -1 nicht definiert).

Losung zu Aufgabe 5.14 Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor. 12/5/14/3

1. Fall: |z| < 1. Dann ist " —— 0 und somit

n—oo

f(z)=lim L. =1

nsoo 1+ "

2. Fall: |z| > 1. Hierfiir gilt: |z"| —— oo und somit 1% —— 0. Folglich ist
n—00 +2" nooo

f(z) = lim L. =0.

n—oo 1 + 2"
3. Fall: x = —1. Fiir ungerade n ist 2" = —1 und somit ﬁ nicht definiert;
also —1 ¢ D(f).
4. Fall: x = 1. Hierfiir ist

1 _1 —
o7 = 3 also f(1) =

D[

(a) Der Definitionsbereich von f ist R\ {—1} und der Wertebereich {0, %, 1}.

(b) Fiir |z| <1 bzw. |z| > 1 ist f konstant 1 bzw. konstant 0. Folglich ist f dort

stetig.
An der Stelle x = 1 besitzt f keinen Grenzwert (links- und rechstsseitiger Grenzwert
stimmen nicht iiberein); an der Stelle x = —1 ist f nicht definiert. Somit ist f in

{—1,1} nicht stetig.

5.15 (a) Essei f(z)=+v122 -2+ 3z +4 mit f:[v2,00) = R. 12/5/15/1
Beweisen Sie, da es ein a € [V/2,00) gibt, so daB f(a) = 7.
(b) Beweisen Sie: Ist f:[a,b] — [a,b] stetig, dann gibt es ein x € [a, b],
so dafl f(x) = =x.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.15 (a) f ist stetig und f(2) <7 < f(8). Mit dem 12/5/15/2
Zwischenwertsatz erhilt man die
Behauptung.
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(b)

Fiir f(a) = a oder f(b) =10 ist die Behauptung trivial.

Sei nun f(a) > a (fir f(b) <b verliuft der Beweis analog) und M eine Menge,
die wie folgt definiert ist:

re€M <= =z ¢€la,b] und fiir jedes y mit a <y <z ist f(y) > v.

Auf M wird der Satz von der oberen Grenze angewendet.

Lésung zu Aufgabe 5.15 12/5/15/3

(a)

5.16

(Wir benutzen den Zwischenwertsatz.) Es ist

J(V2) = V3V2+4<6+4<T.
Weiterhin ist
F(8) = V62 4+ V28 > V49 = 7.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein a mit V2 < a <8, so dal f(a) =7.

Wenn f(a) =a oder f(b) =b, dann gilt die Behauptung.
Es sei nun f(a) # a und f(b) # b. Wegen f : [a,b] — [a,b] ist dann f(a) > a
und f(b) < b. Wir definieren eine Teilmenge M von [a,b] wie folgt:

r €M < z € [a,b] und fir jedes y mit a <y <z ist f(y) > y.
Wegen a € M ist M nicht leer und offenbar durch b nach oben beschréankt. Nach
dem Satz von der oberen Grenze existiert ein ¢ € [a,b], so da ¢ kleinste obere
Schranke von M ist.
Behauptung: f(c) = c.
Sei (z,) eine Folge mit z,, < ¢ und x, — c.
(Géibe es eine solche Folge nicht, so wére ¢ = a. Nach Definition von M existiert dann eine Folge
(yn) mit a =c < yp <b, yp, = cund f(y,) < y,. Folglichist f(a) = nhﬁn;(j flyn) < nhﬁngo Yn = a,
Widerspruch !)
Nach Voraussetzung ist x,, < f(z,) und somit

¢ = lim 2, < lim f(z,) = f(c).
Offenbar ist dann ¢ < b, denn f(b) < b.
Nach Definition von M gibt es fiir jedes = > ¢ ein y mit ¢ < y < x, so daf3
fly) < y. Wir bilden jetzt eine Folge (y,) mit ¢ < y, < b, vy, — ¢ und
f(n) < y,. Dann gilt:

Jm f(yn) = f(c) < lim y, =c.

Insgesamt erhélt man also ¢ < f(c¢) < ¢ und somit f(c) = c.

Unter Benutzung von 1111(1) % =1 berechne man: 12/5/16/1
Tr—r
a) lim sinaz 4 £ b) lim €°8 3x — cos 790'
( ) =0 T ?é ’ ( ) z—0 x2

[Hinweis: cos 3z = cos(bz — 2x), cos 7z = cos(bz + 2x).]

(C) lim arctan
z—0 X )

[Hinweis: Man fiihre eine neue Variable y = arctanx ein.]
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Losungshinweis zu Aufgabe 5.16 (a) lin% Sin% =a. 12/5/16/2
T—

(b) lim €08 3x —cosTw _ 20.

r—0 x2

(C) lim arctanz — 1.

z—0 x
Lésung zu Aufgabe 5.16 12/5/16/3
(a) Esist Sinxax =a- Sig;w und z — 0 <= y:=axr — 0. Folglich gilt:
lim 00T — Jipy g. 800z — g 1jm S0Y —
=0 & z—0 ax y—0 Y '
(b) (Falls das Additionstheorem cosu — cosv = —2-sin “;” -sin 5~ schon zur Verfiigung steht,

kann auch dies zur Losung der Aufgabe benutzt werden.)
Aufgrund des Hinweises ist

cosdr —cosTe _ 1 (cog(5x — 22) — cos(5x + 2z))

72 a2
= %(COS 5x-cos 2z + sin bz -sin 2x — cos bz - cos 2 + sin 5z -sin 2x)
X
= %~sin dx-sin 2z
X
— 20.5in5x_sin2x s 20
5z 2x 20 :
Also  lim €083z —cosTx _ o
x—0 x2

(c) Wir setzen y:= arctanx und somit z = tany.
Es gilt * = 0 < arctanx =y — 0. Dann ist

arctanx _ Y _ Y .
T " tany  siny cosy.
Wegen 22Y — 5 0 ist auch =L~ —— 0. Folglich gilt:
y—0 SIY 40
lim arctanz — Jipy Y _.cosy = lim -2 -lim cosy = 1.
z—0 € y—0 S1ny y—0 81y y—0
5.17 Essei f an der Stelle a € R stetig, und es sei f(a) > 0. Zeigen Sie 12/5/17/1

(a) mit Hilfe der Stetigkeitsdefinition,
(b) mit Hilfe des Kriteriums von Satz 5.2:
Es existiert eine Umgebung U von a, so da8 fiir alle z € UND(f) gilt: f(z) > 0.

f(a)

Losungshinweis zu Aufgabe 5.17 (a) Fiir ¢ := <3~ existiert aufgrund der Stetigkeit 12/5/17/2

2
von f ein 6 > 0, so daf3
|z —al <9 = |f(z) — f(a)| < e. Hieraus folgt die Behauptung.

(b) Indirekter Beweis.

Losung zu Aufgabe 5.17 Sei f in a stetig und f(a) > 0. 12/5/17/3

75



f(a)

(a) Essei ¢:=
fir alle = € D(f):
Wenn |z —a| <6, so |f(x)— f(a)] <e= f(;).
Damit gilt fiir alle 2 € Us(a) N D(f):
fla) ==L < f(@) < f(@) + & = §f(a);
also f(x) > 0.

(b) Angenommen, fiir jede Umgebung U von a existiert ein x € U N D(f), so daB
f(z) < 0. Wegen f(a) > 0 ist stets = # a. Folglich ist a ein Haufungspunkt
der Menge dieser x. Aufgrund der Stetigkeit von f in a gilt: ilg(ll f(x) = f(a).

Wegen f(z) <0 ist somit auch f(a) <0, 'A/,

5.18 Essei f in [a,b] stetig, f(a) >0, f(b) <0 und
M={z:2€a,b und f(z) > 0}.
Zeigen Sie:
(a) Es existiert sup M.

(b) a<supM <b.
(c) f(sup(M)) = 0.

Losungshinweis zu Aufgabe 5.18 Man benutze Aufgabe 17 (a) und den Satz von der
oberen Grenze.

Losung zu Aufgabe 5.18 Die Teilmenge M C [a,b] ist nicht leer, da a € M;
weiterhin ist b ¢ M. Nach Aufgabe 17 (a) existiert ein ¢ > 0, so daB = € M fiir alle
xmit a<zx<a+eund z ¢ M firalle x mit b—e <z <b.

Nach dem Satz von der oberen Grenze existiert ¢ := sup M.
Offenbar ist a < a+¢e <c¢<b—¢e <b. Dies beweist die Aufgabenteile (a) und (b).
(¢) Nach Voraussetzung ist f an der Stelle ¢ stetig.

Wegen f(x) >0 fir alle z € M gilt:

lim £(z) = f(c) > 0.

xz<c
Nach Definition von M existiert in jeder rechtsseitigen Umgebung U, (c) \ {c} ein
r mit f(z) < 0. Daher gibt es eine Folge (z,) mit =z, > ¢, z, — ¢ und
T () = f(c) < 0.
Insgesamt ist also 0 < f(z) <0 und damit f(c) = 0.

5.19 Beweisen Sie:
(a) sin(z +y) =sinxcosy + coswsiny.

(b) cos(x 4 y) = cosxcosy — sinxsiny.
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Losungshinweis zu Aufgabe 5.19 Die Beweise erfolgen mit Hilfe von Cauchyproduk- 12/5/19/2
ten der entsprechenden Reihen von Sinus und Cosinus.

Losung zu Aufgabe 5.19 12/5/19/3
(a) Nach Definition von sin gilt:

o0

T 2n+1
sin(e +4) = 2 (1" G
n=0

_ 0 (=)™ n on+1\ v 2n+l1—v\ .__
_,;)(2%1)!'(;)( f)my * )._ (%).
Weiterhin gilt:

sin & cos y + cos T sin y

o0

_ _1\n x2n+1 . = _ i 2n+1
_nz%( 1) @2n+1)! nz_% 2n = 0 z:: 2n+1)
— yi oty TR i gy vt
nz:()z-";n 2l+1)! ( 1) Qj)!—l_?lz::Oi—I—jn( 1) (2i)! ( 1) (2j+1)!
O 2i+1, 2j s i 2541
= —1)" _r Yy —1)" _atyP
2 )ién(ml)!(zm*é( )i_;n(%) 27 T 1]
— - _1\n I2i+1y2j 'y2j+1
_nZ:O( 1 HZ ((2i+1)!(2j)! * @ (2]+1)>
— 2n+1 2i+1, 2 2n+1 2541
Z 2n—|—1' Z (<2z+1> +<7/J+( )x yH)
— (_1 2n+1\ v, 2n+l—v
=2 2 (V) =)
= (2n + 1)! = ( )
Folglich gilt die Behauptung.
(b) Esist
s n_ x_'_y)Qn
cos(x + ) g el
Z (Z(2Vn> v, 2n— V) :(**)
n=0 v=0
Weiterhin gilt:
cosx cosy + sinxsiny
_ 00 \n an ‘ o e y2n _ oo e w2n+1 ‘ e’} o y271+1
= XU nZ:O< " G ;0( Ve X g
— e 22 z x2l+1 . y2j+1
= (=1) Y
— S () @y Sy w2y
nz:%( ) ﬂz;n (24)1(25)! HZ::O( ) 4;” i+ D)I(2j + 1)

77



_ 2, 2 )t 2n+1)) 2041, 2j+1
2 ()‘”yhrz n—l—l'Z((?H-l)) v
n=0 i+j=n i+j=n
_ — (—1)" 2n\ .2i. 2j (=1 on ) .2i+1, 2j+1
=142 2n)! Z <2z)x Y +Z (2n)! Z (Ml)x Y
n=1 i+j=n n=1 i+j=n
_ — (—1)" 2n\ .2, 2j 2n '\, .2i4+1, 2j+1
_1+Zl @n)l, 4 ((21)“" y“r(zm)x v )
n= i+j=n
= 2n\ v, 2n—v ,__
Z (Qn )! ( ) (**)
Damit gllt auch dlese Behauptung.
5.20 Losen Sie die folgenden Gleichungen: 12/5/20/1
(a) 23" =31,
(b) 2(log, )2 + logy(s%) — 2 = 0,
(c) 15 497 = 257 [Hinweis: Man dividiere durch 25%.]

Losungshinweis zu Aufgabe 5.20 (a) Durch Anwendung des Logarithmus (auf 12/5/20/2
beiden Seiten der Gleichung) erhélt
()

man schliefSlich » = N —1,60009.

4

(b) Durch die Substitution y :=log; x erhilt man eine quadratische Gleichung;

als Losungsmenge ergibt sich {v/5, %}

T

(c) Es entsteht eine quadratische Gleichung in (%)
In }(v5 - 1)

als Losungsmenge ergibt sich = = —
n3
5

I

Losung zu Aufgabe 5.20 12/5/20/3
(a) Da In injektiv ist, gilt:
23" =3 «— 3*In2=4"In3
= (3) =3

4 In2
<~ z- lnf—ln(%ﬁg)
In3
= o =" 1 Go0o.
1

(b) Es gilt:
2(logs z)? + logs(23) — 2 =0 < (logsx)* + %~log5x —1=0

—_3 25
= 10g5x——1i\/%

— logsz = % oder log;x = —2.

Folglich ist = = 52 oder =572 und somit {V/5, 25} die Losungsmenge.
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(c) Es gilt:
15" + 9% = 25" <= 9" 4+ 15" — 25" =0
— @

= (1) =4 TrT- e

D=

Wegen (%)x > (0 ist —% - %\/5 keine Losung; also
z . Ini(v5-1)
(%) = %(\/g — 1) und somit z = T

12.6 Der n-dimensionale ... Raum ...

6.1 Untersuchen Sie die Funktion f : R® — R auf Stetigkeit an der Stelle (0,0), 12/6/1/1

wobei:

S fiir (x,y) # (0,0),
a T _ e+
(a) f(z.y) { 0 fir (zy) = (0,0)

Y i (x,y) # (0,0),
. _ ) 4+
(b) f(x,y) { Oy fiir (z,y) = (0,0).

Losungshinweis zu Aufgabe 6.1 (a) Fiir eine Nullfolge (z;,x;) mit z; # 0 ist 12/6/1/2
[ @) = % # £(0,0).
Damit ist f in (0,0) nicht stetig.

(b) Fiir |z],|y| <1 ist 2%-y* < 2% < 2% +9? und somit 27y <1.

z? 4+ y?
Daraus folgt die Stetigkeit von f in (0,0).

Loésung zu Aufgabe 6.1 12/6/1/3

(a) Wir betrachten eine Folge (z;) mit z; € R, x; # 0 und z; — 0.
Dann ist durch Z; = (4, ;) eine Nullfolge in IR* definiert, und es ist

2
flzi,x;) = 2:22 fir jedes 4. Es gilt also nicht f(x;,xz;) — f(0,0) = 0.
n 1—r 00

_ 1
-2
Folglich ist f in (0,0) unstetig.

) PP ey
(b) Es ist T W oE T (%).
1. Fall: (x =0 und y #0) oder (z # 0 und y = 0).
Dann ist (x) = 0.
2. Fall: ©#0 und y # 0. Es sei 0.B.d.A. |z|, |y| < 1.

2,2
Dann ist ¥ <1 und somit 2%y? < 22 < 2?4+ ¢?, also —24 < 1.
2?2 + 92
Folglich gilt fiir beide Félle: ligo f(z,y) =0= f(0,0),
x?y

somit ist f in (0,0) stetig.
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6.2 Zeigen Sie: Ist (z;) eine Folge in R", T; = (x1;,...,2,), und @ = (aq, ..

dann gilt:
(z;) konvergiert gegen a gdw (xy;) gegen aj konvergiert, k=1,... n.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.2 Beweis durch einfache Abschéitzungen.

Losung zu Aufgabe 6.2 Es sei (Z;) = (z1;,...2n) und @ = (aq,...,a,).
(«—) Sei ¢ >0 und zy — a; fir k=1,... n.
Nach Definition der Konvergenz existieren my, so dafl fiir jedes ¢ > m,, gilt:

|z — ax| < <=5 also (x4 — ak)z < %

\/E?

n

Folglich ist |z; —a| = $ Z(xlk —ag)? <e fir ¢ > max{mq,...,my}.
k=1

(—) Sei £ >0 und T; — a@. Fiir fast alle ¢ gilt dann:

n
|z; —al = Z(xzk —ag)? < e, also erst recht \/(zj — ax)? = |xg —ap| < e
k=1
fir k=1,...,n. Somit gilt: x;; — az.

6.3 Essei f:R? — R. Zeigen Sie:
—2___ fiir 224+ y? #0,
(2) flz,y)=q V& +v
1 fir x=y=0
ist in (0, 0) nicht stetig.

Lgin(zy) fiir o #0,

®) fa = {0

ist in jedem Punkt (a,b) € R* stetig.

[Man benutze die Ungleichung: |sinz| < |z| < |tanz| fiir ,kleine* x.]

Q) 12/6/2/1

12/6/2/2

12/6/2/3

12/6/3/1

Losungshinweis zu Aufgabe 6.3 (a) Die Untersuchung des Grenzwertes fir = = 12/6/3/2

0,y # 0 und y — 0 liefert die
Unstetigkeit von f in (0,0).

(b) Mit dem Hinweis und einer geeigneten Fallunterscheidung fiir a,b ist der
Beweis leicht zu fiihren.

Losung zu Aufgabe 6.3

(a) Fir x =0 und y #0 ist f(x,y) = f(0,y) = 0 und somit
f(0,y) — 0+# 1= f(0,0). Folglich ist f in (0,0) unstetig.
Yy—

(b) Es gelte: ; — a und y; — b. Wir nehmen folgende Fallunterscheidung vor:

12/6/3/3

(@) a # 0 (0.B.dA. x # 0) und b = 0; also x;y; — 0, d.h., x;y; ist ,klein®.

Dann gilt:
|f (@i, y0)] ] in(z:y;)
Folglich ist f in (a,0) stetig.
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(8) a# 0 und b# 0. Da rationale Funktionen und die Sinusfunktion stetig sind
und rationale Operationen von stetigen zu stetigen Funktionen fiihren, ist f
n (a,b) stetig.

(v) a=0 und b#0.
Fir z; =0 ist f(z;, ;) = fiir x; # 0 ist 0.B.d.A. x;y; ,klein“ und y; # 0.
Folglich gilt: |f(x;,v:)| § | | (nach Teil o) und

|f (i, vi)| = lwil- | | sin(zy;)|

5| sin(iyi)] = il cos(iwa)|

> |yil- ]

tan (z;yi)
Insgesamt gilt also: |y;|-| cos(xiy:)| < | f(zi, vi)| < |yi-
Wegen cos(x;, ;) — 1 erhalt man hm f(zi,y:) = b= f(0,0b).

Folglich ist f in (O b) stetig.

6.4 Essei f die durch f(z,y) = 2¥ definierte Funktion, deren Definitionsbereich die 12/6/4/1
Halbebene {(z,y) € R*:z > 0} ist.
Zeigen Sie, dafl f stetig ist, und untersuchen Sie diese Funktion auf Existenz und
Grofle von Grenzwerten in den Randpunkten des Definitionsbereiches.

[Hinweis: Definition von z¥ beachten!]

Lésungshinweis zu Aufgabe 6.4 Aus f(x,y) = e¥!"® ergibt sich die Stetigkeit von 12/6/4/2
f.

f besitzt in (0,0) keinen Grenzwert.

f besitzt an den Stellen (0,b) mit b > 0 den Grenzwert 0 und

an den Stellen (0,b) mit b < 0 den uneigentlichen Grenzwert oo.

Lésung zu Aufgabe 6.4 Fiir z > 0 und y beliebig ist f(z,y) = ¥ = e¥n2. 12/6/4/3
Wir betrachten zunéchst die Funktion ¢(z,y) :=y-Inz.

Sei (a,b) € D(f), also a > 0, b € R beliebig und z; = a und y; — b (0.B.d.A. z; >0

fiir alle 7). Dann ist offenbar: lim = b-lna und wegen der Stetigkeit der Exponential-
1— 00

funktion auch lim f(z;,y;) = "™ = a® = f(a,b).
1—00
Folglich ist f in (a,b) stetig.
Wir untersuchen jetzt die Grenzwerte in den Randpunkten des Definitionsbereiches, also

in den Punkten (0,0), b € R beliebig.

1. Fall: b=0.
Sei x; — a, r; >0 und y; — 0, speziell y; := 0. Dann ist y;-lnx; = 0, also
fxs,y) = e =1 fiir alle 1.

Sei jetzt y; = ﬁ (— 0). Dannist y;-Inz; =1 und somit f(x;,y;) =e! =e.

Folglich besitzt f in (0,0) keinen Grenzwert.
2. Fall: >0, y; = b und 0.B.d.A. y; > 0.
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Dann ist y;-Inx; % also f(zs,y;) =e¥™® —— 0, d.h.,

1—00

f besitzt an der Stelle (0,b) mit b >0 den Grenzwert 0.
3. Fall: b<0, y; = b und 0.B.d.A. y; <O0.
i-lnx;

Dann ist y;-lnz; —— oo, also f(x;,y;) = e¥ — 0.
1—00

1—00

f besitzt in (0,b) fir b <0 den uneigentlichen Grenzwert oo.

6.5 Essei M die Menge aller Folgen t = (to,t1,%s,...) aus Nullen und Einsen. 12/6/5/1
Fir s = (so, s1,2,...) und t = (to,t1,t,...) aus M sei

ofs,t) = Y- bl (4

i=0
Die Abbildung f : M — M sei definiert durch f( (to, t1,ta, .. )) = (t1,to,t3,...).
(a) Zeigen Sie, daf die Reihe (x) konvergiert und o eine Metrik auf M ist.

(b) Berechnen Sie den Abstand von s = (0,0,0,...) und ¢=(0,1,0,1,...).

(c) Zeigen Sie

i. Wenn s; =t; fiir i =0,...,n, so go(s,t) < 21n
ii. Wenn n > 1 und o(s, t) 2,” so s;=t; fuir i=0,...,n—1.

(d) Untersuchen Sie, ob die Abbildung f stetig ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.5 (a) Zl. ist eine konvergente Majorante von 12/6/5/2

iz %
o(s, t).
Die Eigenschaften der Metrik sind leicht nachzuweisen.

() o(s,1)=2.
(c) Eigenschaft i) ist trivial; ii) zeigt man leicht indirekt.
(d) Fiir e >0 und 55 <e€und(5—21Jrl

o(5,1) <0 = o(f(s), £(1)) <=

Loésung zu Aufgabe 6.5 12/6/5/3
(a) Esist |s; —t;] = {

O, fiir S; = tz‘,

<1 fi .
1 fiir s £ 4 also |s; —t;| <1 fiir alle ¢

Folglich ist Z = eine konvergente Majorante von Z |s’ : 1'
1= 0 i—0

Offenbar ist o(s,t) > 0. Fir s =t ist stets s; =t; und damlt o(s,t) = 0.

Fir s #1t ist s; # t; fiir wenigstens ein ; also o(s,t) > 0.

o(s,t) = o(t, s) ist trivial.

Es sei nun u := (ug, u, us,...) € M.

Aufgrund der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen gilt: |s;—t;| < |s;—u;|+|u;—1;]
|si — wil + us —

> til konvergent.

fiir alle 4. Wegen |s; — u;| + |u; — t;] <2 ist >
i=0

Folglich gilt:
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8

i:_wl+2ﬂ%<” o(s,u) + o(u,t).

= =0 =0
(b) Es ist g(s,t):Z?zH:%Z( ) %
i=0 i=0
(¢) Wenn s; =t; fir t=0,...,n, so
- S; — 1 - Sit+n —litn -
Q(S,t): Z ‘ 2i |:2711+1.Z| ++12i +H|§2n1+12%:2i”
i=n+1 i=0 i=0
Angenommen, s # t; firein k € {0,...,n—1}, dann ist |sy —t;x] = 1 und somit
o(s,t) > ik > o im Widerspruch zu o(s,t) < 5
(d) Essei € >0, n sogroff, daB 55 <e und ¢ := 27}+1 :
Wenn o(s,t) < 2n+1 =40, so s;=1t; fir t=1,...,n+ 1. Folglich ist
S; — ti = S; — ti
Q(f(s),f(t)) = Z% — Z ‘ +12i +1| < 2n+1 221 2n
i=0 i=n+1

6.6 Essei F die Menge aller Folgen von reellen Zahlen. Fiir zwei beliebige Elemente 12/6/6/1
r = (x1,%2,23,...), Y= (Y1,Y2,Ys3,...) von F sei o(x,y) wie folgt definiert:

o0

1+ |1'n - yn| ’
n=1 n
Beweisen Sie, dal ¢ eine Abbildung von F x F in R mit den folgenden Eigen-
schaften ist:
(a) o(x,y) >0 firalle z,y € F,

(b) o(xz,y) =0 genau dann, wenn x =y,
(c) o(z,y) = o(z,y) firalle z,y € F.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.6 Z % ist eine konvergente Majorante von o(x,y). 12/6/6/2
n

Die Eigenschaften (a) - (c¢) sind sehr leicht nachzuweisen.

Losung zu Aufgabe 6.6 Wegen 1 +| y ‘

<1 ist Z = eine konvergente Majo- 12/6/6/3

n= 1

rante von #% Folglich ist ¢ eine Abbildung von F x F in R.
n:1 n n

(a) und (c) sind trivial.

(b) Wenn x =y, soist z, =y, fir alle n und somit o(z,y) = 0.
n yn‘

> (0 und
1+|$n_yn|

Wenn x # y, so ist xz, # vy, fiir wenigstens ein n, also

somit o(x,y) > 0.
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6.7 Zeigen Sie fiir T = (z,y) und 0 = (0,0): 12/6/7/1

. 2—yaxy+4
(a) lmlziy - _i,
z—0 Y

(b) lim 220 g,

x—0 ry
(¢) lim S2@) _ g,
z—0 z

[Fiir (b) und (¢) benutze man die Ungleichung |sinz| < |z| < |tanz| fiir ,kleine®* z.]

Losungshinweis zu Aufgabe 6.7 (a) Der Bruch wird mit 2 + /xy + 4 erweitert.  12/6/7/2

(b) und (c) sind mit Hilfe des Hinweises leicht zu verifizieren.

Lésung zu Aufgabe 6.7 12/6/7/3
(a) Esist
2 VEgFA _ (2- JEFDER+ /T
ry zy(2 + Vay +4)

—xy

_]_ \_l
2y(2 + xy + 4) 2+\/xy+4 7550 4

(b) Essei z:y #0 und T — 0, also z-y — 0 und somit ist z-y ,klein®.
Nach dem Hinweis gilt:

St < 28] 1 320 2 ) o)
Also \cos(xy | < ‘Sm zy) ’ <1 und cos(xy) —— 1, folglich ist lim Smagxy) =1
T—0 z—0
(c) 1. Fall: y=0. Dann ist sin(zy) =0, also bm(Txy) ? 0.
T—
2. Fall: y # 0. Hierfiir ist Smgjxy) =y- Smﬂf;y) — 0-1 =1 (nach Aufgabe (b)).
z—0

6.8 Essei M = {(v,y) € R®: v #y} und f(z,y) = x;:ZQ fir (z,y) € M. 12/6/8/1

In welchen Punkten (a,b) € R* besitzt f einen Limes?

Losungshinweis zu Aufgabe 6.8 f besitzt in jedem Punkt (a,b) den Limes a +b.  12/6/8/2

2 2
Losung zu Aufgabe 6.8 Fiir x #y ist f(z,y) = xx :‘Z = x +y. Folglich besitzt f 12/6/8/3
in jedem Punkt (a,b) € R* den Limes a + b.

6.9 Skizzieren Sie (Zeichnung) den Verlauf der folgenden durch Parameterdarstellung 12/6/9/1
gegebenen Kurven:

(a) f(z) = (2cosz,3sinz), 0<

0

r <2
(b) f(x) = (2cos’z,2sin*z), 0<x <2m. (Astroide).



Losungshinweis zu Aufgabe 6.9 Man berechne geniigend viele Funktionswerte. 12/6/9/2

Loésung zu Aufgabe 6.9 y 12/6/9/3

Aufgabe (a) Aufgabe (b)

(Fﬁr die Skizzen sind geniigend viele Funktionswerte zu berechnen.)

6.10 Man zeige mit Hilfe der Definition, daf die Funktion f(z) = #? in dem abgeschlos- 12/6/10/1
senen Intervall [a,b] mit 0 < a < b gleichméBig stetig ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.10 Fiir € > 0 leistet § = 2% das Verlangte. 12/6/10/2

Lésung zu Aufgabe 6.10 Sei ¢ > 0 und 0 := % Dann gilt fir alle z,y € [a,b]: 12/6/10/3
Wenn |z —y| <9, so

[f(@) = fW)l = 2" —y*| =z —yl- |z +yl < Jz —yl-(lz[ + [y]) < |z —yl-20 < d-2b =

6.11 Essei (M, p) ein metrischer Raum und a € M. 12/6/11/1
Zeigen Sie, daff die Funktion f: M — R mit f(xz) = o(x,a) in M stetig ist.
Ist f in M auch gleichmaBig stetig?

Losungshinweis zu Aufgabe 6.11 Fiir ¢ > 0 leistet 6 = ¢ das Verlangte. 12/6/11/2

Losung zu Aufgabe 6.11 Fiir die Metrik in IM gilt: 12/6/11/3
o(z,y) < oz, 2) + o(z,y) = oz, y) — o(z,2) < o(z,9) = 0y, z) und

o(x,2) < o, y) + oy, 2) = o(x,2) — o(x,y) < oly, 2).

Folglich gilt: |o(x,y) — o(x, 2)| < o(y, 2).

Dies wird benutzt, um die Stetigkeit von f in IM nachzuweisen.

Dazu sei b ein Element aus IM und ¢ > 0. Wir wéahlen ¢§ := ¢.

Dann gilt: Wenn o(z,b) < 4, so

£(2) = FO)] = lo(w,a) — o(b,a)] = |o(a,) — ola, b)| < olw,b) < 6 = <.

Folglich ist f in IM stetig.
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Offenbar ist f in M auch gleichméBig stetig.
Denn fiir € >0 und ¢ := ¢ gilt fiir alle z,y € M: Wenn po(z,y) < 0, so

|f(z) = fW)| = lo(z, a) — oy, a)| = [o(a, z) — o(a,y)| < o(z,y) <d =ec.

6.12 Essei (M, o) ein metrischer Raum, a € M und f: M — R mit f(z) = o(x,a) 12/6/12/1
stetig in IM. Zeigen Sie:
(a) Ist My C M abgeschlossen, dann ist A := {x € M, : f(z) = 0} abgeschlos-
se1.

(b) Fiir alle b,c¢ € R sind die Mengen A, :={z € M : f(z) > b} und
A, :={x e M: f(x) < ¢} offen.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.12 (a) Mit Hilfe der ,,Folgenstetigkeit® zeigt man, 12/6/12/2
daB ein Haufungspunkt von A zu
A gehort.

(b) Fiir zp € A, geniigt es, ein & > 0 anzugeben mit U.(zq) C A,.
e := o(xg,a) — b leistet das Verlangte.
Die Offenheit von A, erfolgt analog.

Lésung zu Aufgabe 6.12 12/6/12/3

(a) Sei M, abgeschlossen und a ein Héufungspunkt von A. Dann gibt es eine Folge

(a;) in A mit a; — a, also auch a € My. Wegen a; € A ist f(a;) = 0 fiir alle

i. Aufgrund der Stetigkeit von f gilt: 0= f(a;) — f(a). Folglich ist f(a) =0
1—00

und somit a € A, d.h. A ist abgeschlossen.

(b) Sei beR, Ay ={ze€M: f(z) > b} und xy € Ay.
Wir haben zu zeigen: Es gibt ein ¢ > 0, so daf} U.(xg) C Ay.
Wegen xy € Ay ist f(zo) = 0(x,a) > b. Wir wihlen € := g(zg,a) — b.
Sei x € U.(xy), also o(x,zo) < o(xg,a) — b.
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt: o(a, o) < o(a, z) + o(x, zo).
Daher ist o(a,zo) < o(a,x) + o(xg,a) —b = b < o(a,z) = o(z,a).
Folglich ist x € A,.
Analog zeigt man den Rest der Behauptung.
Sei ce R, Ac={zeM: f(z) <c} und zy € A..
Zu zeigen: Es gibt ein € > 0, so dafl U.(xp) € A..
Wegen zo € A, ist f(zo) = 0(x,a) < c. Essel € :=c— o(xg,a) und x € U(xy),
also o(z,x0) < € =c— o(xg,a). Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt:
o(a,x) < p(a,zo) + o(xo, z) < o(a,xo) + ¢ — o(xo,a) = c.
Also x € A.. Damit gilt die Behauptung.

6.13 Welche der folgenden Mengen sind kompakt ? 12/6/13/1
(a) A= UZ (n— %,n—i—%) in R,
ne
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(b) A={0}u( U{ } i) in R
nelN\ {0

(¢) A={(x1,22): 21,20 €[0,1]} in R?

(d) A= {(x1,25) : 21,25 €]0,1] NQ} in RR?

() A={(x1,29) 29 <22y +1} in R%

Losungshinweis zu Aufgabe 6.13 Sei A C R*. A ist kompakt <= A ist be- 12/6/13/2
schrankt und abgeschlossen.

(a) A ist nicht beschrinkt.

(b) A ist beschriankt und abgeschlossen.
(¢) A ist beschriankt und abgeschlossen.
(d) A ist nicht abgeschlossen.

(e) A ist nicht beschrénkt.

Losung zu Aufgabe 6.13 Eine Teilmenge A C R* st kompakt gdw A in R* 12/6/13/3
beschrinkt und abgeschlossen ist.

(a) Offenbar ist A in IR nicht beschrinkt und damit nicht kompakt.

(b) Da A offensichtlich beschrankt ist, bleibt nur noch die Abgeschlossenheit nachzu-
weisen.
Sei a ein Haufungspunkt in A. Ist a =0, so ist a € A.
Sei nun a # 0 und (a;) eine Folge in A mit a; — a. Wegen a; € A ist a; > 0,
also 0.B.d.A. a; > 0.
1

Dann existiert ein ng, so dafl a > TR Folglich ist auch a; > ﬁ fiir fast alle 4
0 0

— q; € [%,%]u...u[ml“,%%] ‘= Ap,.
A, ist eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen, also selbst abge-

schlossen. Folglich ist a € A,,, € A und somit A abgeschlossen.

(c) Offenbar ist A beschrinkt in IR?.
Sei (a,b) ein Haufungspunkt in A und ((xl,yl) eine Folge in A mit (z;,vy;) —
(a,b). Wegen z; — a, y; — b und z;,y; € [0,1] sind auch a,b € [0,1], also
(a,b) € A. Folglich ist A kompakt.

(d) Esist 0 < g <1 und g ¢ Q. Sei (z;) eine Folge in [0,1] NQ mit x; # V2

R
T, — g und y; = x;. Dann ist g ein Haufungspunkt von {z; : ¢ € N} und
(?, g) ein Haufungspunkt von {(z;,v;) : i € N} C A, der nicht zu A gehort.

Folglich ist A nicht abgeschlossen und damit nicht kompakt.
(e) A ist nicht beschrénkt in IR®> und daher nicht kompakt.
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6.14 A, B seien Teilmengen des RR". Zeigen Sie:
(a) Sind A und B kompakt, dann ist auch AU B kompakt.

(b) Ist A kompakt und B abgeschlossen, dann ist A N B kompakt.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.14 Mit Hilfe der Definition von , kompakt“ und , ab-
geschlossen® ist der Beweis leicht zu fiihren.

Losung zu Aufgabe 6.14

(a) AU B ist beschrankt, denn nach Voraussetzung existieren ¢y,co € R, so da8 fiir
alle T € A und 7y € B gilt: |Z| <¢; und |g] < ¢o. Dann ist [Z] < max{cy, o} fur
alle ze€ AU B.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl AU B abgeschlossen ist.

Ist @ ein Haufungspunkt von A U B, dann liegen (nach Voraussetzung) in jeder
Umgebung U.(@) unendlich viele Elemente aus A U B. Folglich befinden sich in
U.(@) schon unendlich viele Elemente aus A oder unendlich viele Elemente aus
B. Damit ist @ ein Haufungspunkt von A oder von B, also @ € A oder @ € B,
dh. a€ AUB.

(b) Da Teilmengen von beschriankten Mengen wieder beschrankt sind, ist AN B be-
schréankt.
Ist @ ein Haufungspunkt von AN B, dann ist @ insbesondere ein Haufungspunkt
von A und von B. Wegen der Abgeschlossenheit von A und B ist @ € A und
a€ B, also ae AN B.

6.15 Essei A CIR". Zeigen Sie, dal A genau dann kompakt ist, wenn jede unendliche
Teilmenge von A einen Haufungspunkt in A besitzt.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.15 Sei 0.B.d.A. die Menge A unendlich.

(—) Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstraf.

(¢—) Beschranktheit und Abgeschlossenheit werden am einfachsten indirekt nachgewie-
sen.

Losung zu Aufgabe 6.15 Fiir endliche Mengen ist die Behauptung trivial. Es sei A
unendlich.

(—) Sei A kompakt, also beschriankt und abgeschlossen und U eine unendliche
Teilmenge von A. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral (6/1/24) besitzt U einen
Héaufungspunkt.

(«+—) Angenommen, A ist nicht beschrankt, d.h., fiir jedes ¢ € R gibt es ein a € A
mit |a| > ¢. Dann l&8t sich (induktiv) eine unendliche Teilmenge U := {a, : n € N}
von A definieren, die keinen Haufungspunkt besitzt.

Sei ag € A beliebig. Nach Voraussetzung existieren a; € A mit |ay| > |ag| +1, a2 € A
mit |ag| > |ai|+1,... . Dies widerspricht der Voraussetzung. Folglich ist A beschrénkt.

Es bleibt noch die Abgeschlossenheit von A nachzuweisen.
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Angenommen, A ist nicht abgeschlossen. Dann besitzt A einen Haufungspunkt @, der
nicht zu A gehort. Damit existiert eine Folge (Z;) in A mit T; — a@. Wegen 7; € A
ist T; # @ und somit U := {Z; : i € N} eine unendliche Teilmenge von A. U besitzt
nach Voraussetzung einen Haufungspunkt b € U. Dann gibt es eine Teilfolge (T3;) von
(7;), die gegen b konvergiert. Folglich gilt: T, — b und T;; — a, also b = @ und somit
aelUCA, N /

6.16 Essei M ={z:0<2 <1} CR und U ein System von Teilmengen von R,

sodaB U ={U(x):U(z) = (%, 37”3) und 0 <z <1} U{U(0)}, wobei € >0

beliebig.

(a) Zeigen Sie, daB U eine Uberdeckung von M ist und wihlen Sie ein endliches
Teilsystem Uy von U aus, durch das M bereits iiberdeckt wird.

(b) Zeigen Sie, dal U’ = {U(z) : U(z) = (%, 3735) und 0 < z < 1} eine Uber-
deckung von M’ ={z:0 <z < 1} ist und dafl es kein endliches Teilsystem

Uy CU gibt, so daBl M’ durch Uy iiberdeckt wird.

Losungshinweis zu Aufgabe 6.16 (a) Sei ap > 0 und % < e. Weiterhin sei k € N
mit kag > 1. Dann ist

Up :={U:(0),U(ap),...,U(kag)} ein tiberdeckendes endliches Teilsystem
von U.

(b) Der Beweis erfolgt leicht indirekt.

Losung zu Aufgabe 6.16

(a)

Sei a € M. Wir zeigen, dafl a Element wenigstens einer Menge aus U ist.
Ist a =0, dann ist a € U.(0). Sei jetzt a # 0 und damit 0 < a < 1.

Wir bilden U(x) fir x = a, also U(a) = (%, 37‘1) = a € Ula).

Wir wihlen jetzt eine endliche Uberdeckung U, aus.

Sei ag > 0 und ag so klein, dafl 0 < % < e. Nach dem Archimedischen Axiom

gibt es ein k£ € IN, so dafl kag > 1, also erst recht 3162% > 1.

Wir betrachten U := {U(0),U(ap),U(2ap),...,U(kag)}. Offenbar ist U, ein
endliches Teilsystem von U, durch das M iberdeckt wird (denn die Intervalle
,iberlappen* sich).

Fir a € M ist a € U(a) = (%, 37‘1), folglich wird M’ durch U’ iiberdeckt.
Angenommen, es gibt ein endliches Teilsystem U von U, durch das M’ iiberdeckt
wird. Unter den endlich vielen Elementen z, mit denen die Intervalle U(z) :=

(%, 3793) gebildet sind, gibt es ein kleinstes xg (mit 0 < 2y < 1). Dann ist z.B.

% < %. Folglich wird % durch keine Menge aus U’ iiberdeckt. Dies widerspricht

der Annahme.
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6.17 Essei g: R — R* mit g(t) = (£,#3), 0 <t <1, und ¢ die durch g definierte 12/6/17/1
Kurve in der Ebene. Betrachtet man zu jedem Punkt 7 von ¢ die e-Umgebung
U.(T) mit ¢ = %, dann erhélt man eine offene Uberdeckung U = {U.(Z) : T € ¢}

von ¢.
Geben Sie endlich viele zu U gehorende Mengen an, die bereits £ vollstandig

tiberdecken (mit Zeichnung).

as = as = %, as = 12/6/17/2

Sk

3 5
- 10 10’
Dann leistet Uy = {U%(ai,ai) i= .,6} das Verlangte.

Losungshmwels zu Aufgabe 6.17 Sei a; = 10

und ag = 100

Losung zu Aufgabe 6.17 Der Abstand zweier beliebiger Punkte (a,a?) und (¢,t*) 12/6/17/3
auf der Kurve £ ist gegeben durch

[(a,a2) — (1,3 = /(@ — )2 + (a2 — 12)2 = |a — t]-\/1+ (a + 1) = (

Wir wéhlen jetzt Zahlen a; = %0, as = % = %, ay = %, = 1% und ag = 19060

aus und zeigen, daf§ Uy := {U 1 (a;,a?) : i .,6} die Kurve ¢ vollsténdig iiberdeckt.

Fiir a; mit ¢ =1,...,4 gilt: Wenn |ai—t| < ﬁ, SO

_ / 1 7 .8 _ 1

1,
2
Wir betrachten jetzt as; und wihlen ¢ aus dem Intervall {1% 97} Dann gilt

1 80+93\2 1 o _ 1
(x) < T)\/1+<100)<T0'2_5'

Fiir ag bleibt noch das Intervall {19030, 1} fiir ¢ zu beriicksichtigen.

e . L
Dafiir ist |ag —t| < 100 5= und somit

96 1. 1
25\/1 +1 <%\/§<5.

100
Damit ist € durch Uy C U vollstéandig iiberdeckt.

1
13<5.

90



Es gibt natiirlich noch viele an-
dere Beispiele; dieses hier ist
aber rechnerisch relativ einfach

zu bewéiltigen.

-

12.7 Differentialrechnung (1 Verinderliche)

7.1 (a) Zeigen Sie, daB fiir eine in a differenzierbare Funktion f im Allgemeinen
nicht gilt:  f'(a) = lim f@) = fla)

T—a \a: —a\

(b) Man gebe ein Beispiel dafiir an, daf die obige Gleichung erfiillt ist !

Losungshinweis zu Aufgabe 7.1 (a) f(z) =2 und a =0 liefert ein Gegenbeispiel.

(b) Fiir f(z) = 2 und a =0 gilt die Formel.

Losung zu Aufgabe 7.1

(a) Als Gegenbeispiel betrachten wir f(z) =z an der Stelle a = 0.
Offenbar ist f in a =0 differenzierbar und f'(0) = 1.
Weiterhin gilt fiir x # 0:

Sz) = J(a) (T; — i: ‘(a) = é—‘ und somit
lim @ =@ _ 1 yng im L@ =F@
=y v 2y -

Folglich existiert der Limes von fz) = fla) an der Stelle a = 0 nicht.

|z —al
(b) Essei f(x) =22 und a =0. Dann gilt:
£(0)=1lim =0 =0 und lim =0 = 0.

z—0 T — 20 |z — 0]

Folglich ist in diesem Fall f/(0) = lim @) = fla),

z—0 |LL‘ — a|
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7.2 Essei f(z) = 2% Wie groB kann eine e-Umgebung U von 3 héchstens gewdhlt 12/7/2/1
werden, so dafl bei Ersetzung von f durch die Tangentenfunktion der Fehler in U

; 152
stets kleiner als 100 ist 7

Losungshinweis zu Aufgabe 7.2 ¢ = leistet das Verlangte. 12/7/2/2

1
10

Lésung zu Aufgabe 7.2 Die Tangente von f(z) = z? an der Stelle 3 ist durch 12/7/2/3
t(x) = f'(3)(x —3) + f(3) = 62 — 9 gegeben. Wir betrachten zunéchst alle € R, so
dafl die Ungleichung

() |f@) = t@)] = [a* = 62+ 9] < 1L

erfiillt ist und bestimmen daraus ein entsprechendes € > 0, so da8 die Ungleichung (x)
fir alle x € U.(3) gilt.

Wegen 22 —62+9=0 <= =3 ist 22 —6x+9>0 fiir alle z € R.
Folglich ist |2% — 6x + 9] = 2% — 62 + 9 fiir alle z € R.

Wir betrachten jetzt x in einer Umgebung von 3 und setzen dazu x := 3 + u.
Dann ist

() <= B+u)’-6B+u)+9< 5 = v’ < s = [ul < L.
€= %0 leistet das Verlangte.

7.3 Man begriinde die folgenden Niherungsformeln : 12/7/3/1
(a) sinz =~z falls |z| ,hinreichend klein® ist,
(b) cosz~ § —x falls [§ —zf ,hinreichend klein® ist,
(¢) Inz~x—1 falls |z — 1| ,hinreichend klein* ist,
(d) Vi+ax~1+ ¢ falls |z| ,hinreichend klein® ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.3 Sei f in a differenzierbar. Ist durch t(x) die 12/7/3/2
Tangente von f an der Stelle a gegeben, so gilt fiir (a) - (d):

1lﬂlg}l(f(gv) —t(z)) =0, also f(z)=~t(x) fir kleine |z — a.
Losung zu Aufgabe 7.3 Ist f eine Funktion, die an der Stelle x = a differenzierbar 12/7/3/3

ist, dann ist die Tangente von f an dieser Stelle durch t(z) = f'(a)(x — a) + f(a)
gegeben. Da differenzierbare Funktionen stetig sind, ist lim f (x) = f(a).

Wegen lim ¢(z) = lim (f’(a)(a: —a) + f(a)) = f(a) gilt:

lim (f(x) — t(m)) =0 und somit f(x)~t(z) fiir ,kleine* |z —al.

Tr—a

(a) sin ist an der Stelle = 0 differenzierbar und ¢(z) = sin’ 0-(z — 0) +sin 0 = «.
Wegen 0= lirrtl) (f(a:) — t(x)) = lir%(sinm — ) ist sinx &~z fiur  kleine* |z|.
z—> T
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(b) cos ist an der Stelle z = ¥ differenzierbar und t(z) = cos'(§)-(z — §) +cos(§) =
—z+ 7.
Wegen 0= ;Ln% (f(x) - t(x)) = lim (cosx — (5 - x)) ist cosx

us
(E*)Q

Q

ykleine |5 — x.

(c) In ist an der Stelle z = 1 differenzierbar und t¢(z) =In'1-(x — 1) +Inl =z — 1.
Analog wie unter (b) ist Inxz ~z —1 fur ,kleine* |z — 1.

(d) V14 x ist an der Stelle x = 0 differenzierbar und t(z) = %(x —0)+1=%+1
Analog wie unter (b) ist dann V/1+z~ £ +1 fir  kleine® |z|.

7.4 Zeigen Sie, dafl die Ableitung einer differenzierbaren geraden Funktion ungerade 12/7/4/1
und die Ableitung einer differenzierbaren ungeraden Funktion gerade ist!

Losungshinweis zu Aufgabe 7.4 Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Eigen- 12/7/4/2
schaften gerader und ungerader Funktionen.

Losung zu Aufgabe 7.4 Fiir differenzierbare Funktionen f gilt nach Definition: 12/7/4/3
lim f(z) — f(a) _ f’(a).

T—a r—a

Sei f gerade, also f(—z) = f(z). Dann gilt:
f'(~a) = lim fl@) = f(=a) _ i, F=2) = fla)

z=-a x—(—a) z=-a —(—x—a)

f) = fla) (fir z:=—2; o — —a <= z—a)

Folglich ist f’ ungerade.
Sei f ungerade, also f(—z) = —f(x). Dann gilt:
f'(—a) = lim fl@) = f(=a) _ y,, —(F(=2) = fla))

z=-a x—(—a) z=-a —(—xz—a)
= lim _(]:(Z;:Z)(CL)) (fir z:=—2; = — —a < z—a)
— lﬁr}l f(zgig(a) f’(a)

Folglich ist f’ gerade.

7.5 Zeigen Sie, dafi die Funktion f(x) = /z, © > 0, an der Stelle a = 0 nicht 12/7/5/1
(rechtsseitig) differenzierbar ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.5 w =1 4. 12/7/5/2
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Losung zu Aufgabe 7.5 f ist an der Stelle a (rechtsseitig) differenzierbar <= es 12/7/5/3

existiert lim M.
e rTa

Sei f(z) :=+/x und a = 0. Dann gilt:
flx)=fla) _ vo _ 1

=Y =21 — .

T —a T VI 20

z>0

Folglich existiert der rechtsseitige Limes des Differenzenquotienten nicht.

7.6 Bilden Sie die Ableitung folgender Funktionen : 12/7/6/1
() fla)=(20+2- V%), () fla)=ar,
) fle) = = (6) flz) =,
(c) f(z)=/a-sin*(zb) - cos?x, (g) f(z) = (sinz)®.

(d) flz) =2 e* - In(a?),
Lésungshinweis zu Aufgabe 7.6 (a) f'(z) = 2(23: + x@) : (235 + %(4/;) 12/7/6/2

b / _ 2$f—4$+1 '
O I = Ve

a-sin(zb)-cos x- (bocos(:nb) cos z — sin(xb)-sin x)

a-sin?(zb)-cos? x
(d) f'(x) = e*(32° In(2?) + 32* In(2?) + 22%).
() f'(z)=a"(Ina+1).
(f) f'(z)=a""(cosz-Inz+sinz-1).
() f'(x) = (sinz)" - (In(sinz) + z-cotx).
Loésung zu Aufgabe 7.6 12/7/6/3

(a) f'(2) =2(22 +2-Va3) (20 +2-Va?)
=2(2z+2-V23)- (24 T.Va?).
(

Vi vi-wh(e-vE) (- V)

—
295—2\F_5U+m _ 2n/r—dx+1
2 x_ﬁ.(x_\/z)_m (@ —vr)3
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1

(¢) fl(z)= %(a-sm (xb)-cos x) 2. (a-sm (xb)-cos x),
a <2 sin(zb)-cos(zb)-b-cos? z + sin?(zb)-2 cos z(— sin m))

2\/a~sin2 (zb)-cos? x

a-sin(zb)-cos x- (b~cos(:z:b) cos z — sin(xb)-sin x)

\/a~sm (xb)-cos? x

(d) f'(z) = 3z* <e3x-ln(a§2)> + z®- (3e3x-ln(:v2) + egx-§-2x>
= e (3:53 In(2?) 4 32°-In(2?) + 2962).
(e) Esist f(x) = 2% = e®"%. Folglich ist
_ ,rlnzx 1\ _ ..z
fl(x)=e (hlx—i—x-i)_x -(lnx—i—l).
(f) Esist f(x) = 2"® = esi@nz alg0
/ _ sinznz . : 1
fl(x)=c¢ (cosxlnx—l—smx x)
= xSi”<cosx ‘Inz + sina:-%).
(g) Esist f(z) = (sinz)® = e®™6n2)  also
f'(z) = evInsina) . (ln(sin x)+ x-ﬁ-cos w)

= (sinz)” - (1n(sin r) + x-cot x)

7.7 Zeigen Sie: Sind f und ¢ in a n-mal differenzierbar dann ist f-¢g in a n-mal 12/7/7/1

differenzierbar und es ist  (f - g)™(a) = Z ( )f(l (a) - " (a).

=0

Losungshinweis zu Aufgabe 7.7 Der Beweis erfolgt induktiv iiber n. 12/7/7/2
Losung zu Aufgabe 7.7 Der Beweis erfolgt induktiv iiber n. 12/7/7/3
1
Fir n=1ist (f-9) = f'(a)-g(a) + f(a)-g'(a) =Y (1) fP(a)-g" " (a).
i=0

Fiir £ (mit & <n) gelte die Behauptung bereits; wir beweisen sie fiir k + 1.
Der Einfachheit wegen schreiben wir fiir f®(a) bzw. ¢ (a) kurz f@ bzw. g,

Nach Voraussetzung ist
k

() i= (f-9)® = 3 (£) 9 g,

i=0
Da Summen und Produkte von differenzierbaren Funktionen differenzierbar sind, ist
(f-g)® an der Stelle a (wenigstens) einmal differenzierbar und es gilt :
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(9] = zk: ((’Df““) g+ (§)f<i>.g<k+1_i)>

=0

( ) f(o (k+1) + Zk: [( ) (z+1)] .f(iJrl).g(kfi) + (Z)f(kﬂ)_g(o)

i=0
= () SO 1 () 0 ()

i=

o o

~.

_ Z (k+1) i k+1 i)

Folglich gilt die Behauptung.

7.8 Folgende Funktionen sind auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit zu untersuchen :
(a) flz)=lr -2, zeR,

(2?42, fir x <=2,
(b) flx)= { 0, fir z > —2.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.8 (a) Die Stetigkeit ist trivial.
Fir a > 2 ist f in a differenzierbar und f’(a) = 1.
Fir a <2 ist f in a differenzierbar und f'(a) = —1.
f ist in a = 2 nicht differenzierbar.

(b) f istin R stetig und in R\ {2} differenzierbar; f ist an der Stelle —2 nicht
differenzierbar.

Losung zu Aufgabe 7.8

(a) Sei a € R beliebig.

Wir zeigen zunéchst, dafl f an der Stelle a stetig ist.
Dazu sei (a,) ein Folge mit a, — a. Es ist

lim f(a,) = Jim la, —2| = | lim a, — 2| =la—2|= f(a).

n—oo

Folglich ist f an einer beliebigen Stelle a € R stetig.
Es sei jetzt a # 2.

Wir zeigen, dafl f an der Stelle a differenzierbar ist.
1. Fall: a > 2; dann ist |a —2| = a—2 und fir alle = in einer hinreichend kleinen
Umgebung U(a) gilt ebenfalls |z — 2| = x — 2. Folglich ist

fl@)=fla) _x—-2—-(a=2) f(x)_f(a):f’(a)zl_

= =1, also lim
Tr—a r—a T—a Tr—a

2. Fall: a < 2: dannist |[a—2| = —(a—2) und fiir x € U(a) ist |[z—2| = —(x—2).
Folglich ist
fl@)=fla) _ —(z=2)+(a—=2) _ — 1, also lim f(x) = fla) _ f'(a) = —1.

Tr—a Tr—a T—a r—a

Es sei jetzt a = 2.
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2 _z-2_1 ynq

Fir « > 2 ist L=

2 xr—2
fir <2 st 1B =S _—@-2) _
xr—2 xr—2

Links- und rechtsseitiger Limes von w an der Stelle 2 stimmen nicht

iiberein; damit existiert der Limes dort nicht. Folglich ist f an der Stelle a nicht
differenzierbar.

(b) Sei a € R beliebig.

Wir zeigen zunéchst, dafl f in a stetig ist.
Da konstante Funktionen und die Identitatsfunktion stetig sind und Summen und
Produkte von stetigen Funktionen ebenfalls stetig sind, ist f an allen Stellen

a # —2 stetig.
Es sei nun a = —2. Dann ist
lim f(z) = lim (z° +2x) =0 = f(a) und
z<a z<—2
lim f(x) = lim 0 = 0.
T>a 2;:22

Also glclgflz f(x) = f(a). Folglich ist f auch in a = —2 stetig.

Es sei jetzt a # —2.

Wir zeigen, daf§ f in a differenzierbar ist.

Da konstante Funktionen und die Identitatsfunktion differenzierbar sind und Sum-

men und Produkte von differenzierbaren Funktionen ebenfalls differenzierbar sind,
ist f an allen Stellen a # —2 differenzierbar.

Es sei nun a = —2. Dann gilt fiir o < —2:
f(a?)—f(a):m2+2m—a2—2a:x2+2x:x . _9
T—a T—a T+ 2 PRt ’

Fir z > —2 erhalt man:
fl@)—fla) _0-a®>-2a _ 0 = 0.

r—a  xT—a = T—a
Links- und rechtsseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten stimmen nicht iiber-

ein. Folglich ist f an der Stelle a = —2 nicht differenzierbar.

7.9 Bilden Sie die Ableitung folgender Funktionen: 12/7/9/1
_ 1, fir x <0, _[x+1, fir x <0,
(2) flz) = {x4 +1, fir x>0. (b) f(z) = { e’, fir x> 0.
Losungshinweis zu Aufgabe 7.9 (a) f/(z) = {43:3 fiir z <0, 12/7/9/2
0 fir z > 0.
1 firxz <0
b) f(a)={ <0,
(b) flw) e’  fir x > 0.
Loésung zu Aufgabe 7.9 12/7/9/3
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(a) Fiir z <0 ist f'(x) =0; fiir x >0 ist f'(z) = 4a3.
Es sei nun a = 0. Wir bilden f'(a).

Fiir 2 <0 ist 240 =F0 _1-1_( q
r—0 x

fiir x > 0 ist f(x)_f(o):x4+1_1:x3%0
z—0 x =0

Links- und rechtsseitiger Limes des Differenz;fquotienten stimmen an der Stelle 0
tiberein und sind 0. Folglich ist f’(0) = 0.
(b) Fir z <0 ist f'(z) =1; fir x >0 ist f'(z) = e”.
Es sei nun a = 0. Wir bilden f'(a).
Fir « <0 i JO 0 _zrlod

-0 x
Fiir z > 0 ist F@) = J0) _ " —e 1.
.T—O x x—0

>0

(Hierbei wird ausgenutzt, da§ (e®)’ = e”, insbesondere an der Stelle 0.)

Folglich ist f/(0) = 1.

7.10 (a) An die Funktion f(x) = e* werde im Punkt (a,b) die Tangente gelegt. Die 12/7/10/1
Tangente schneide die z-Achse an der Stelle c.
Zeigen Sie, dafl der Abstand zwischen a und c stets 1 betragt.
(b) Die an die Funktion f(z) = %, r # 0, im Punkt (a,b) gelegte Tangente
bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck.

Man zeige, dafl der Flacheninhalt des Dreiecks unabhéngig von der Wahl des
Punktes (a,b) ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.10 (a) Elementare Rechnungen fithren zum Ergebnis. 12/7/10/2

(b) Der Fldcheninhalt des Dreiecks ist stets 2.

Losung zu Aufgabe 7.10 12/7/10/3
(a) Nach Voraussetzung ist b = e*. Die Tangente ist gegeben durch
t(x) =e(x—a)+e" =e(zv—a+1).
Aus t(x) = 0 berechnet man c. Es ist
tx) =0 <= rz—a+1=0 <= z=a—-1=c
Folglich ist a—c=a—(a—1) = 1.
(b) Nach Voraussetzung ist b = %, a # 0. Die Tangente ist gegeben durch

t(x) = f'(a)(z — a) + f(a) = —a—12(:z: —a) + % = —a% + %.
t(r) =0 <= x = 2a. 2a ist die Lange der Grundlinie des rechtwinkligen Dreiecks
und (0) = % ist die Lénge der Hohe. Folglich ist der Flacheninhalt des Dreiecks:
F=1(20-2)=2

[Nl
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3

Fiir welchen Wert von a schneidet die Kurve y = f(z) = % 12/7/11/1

die z-Achse unter einem Winkel von 45° 7
Man bestimme die zu der Geraden y = x parallele Tangente an der Parabel
y = 22 —3z+3

.

Man gebe die Gleichung der zur z-Achse parallel verlaufenden Tangente an

der Funktion f(z)=e"+e " an.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.11 (a) f"(z) = 602 In 2 + AT2.
(b) fO(x) = 276 (o® + 50z + 4922).

(¢) fU(x) = a*-sinax, FUnD (1) = @*cos ax,

FE () = —a* P ginaz, O (2) = —a™ - cosaz.

Losung zu Aufgabe 7.11

(a) Wir berechnen zunéchst die Schnittpunkte von f mit der z-Achse.
Dazu setzen wir f(z) = ix(a — %) =0.
Folglich ist x = 0 eine Losung, und fiir a > 0 sind = = ++/a weitere Losungen.

Der Anstieg von f an einer Stelle ¢ ist gegeben durch f'(c) = %(a —3c?).

Jetzt wird tiberpriift, ob es ein a gibt, so da§ f’(¢) = 1 an den Stellen ¢ =0 (fiir
beliebiges a) und ¢ = +y/a (fir a > 0).

Fir ¢=0 ist f’(c):%azl <— a=4.

Fir c==+ya und a> 0 ist f'(z) = §
Dies widerspricht der Bedingung a > 0.
Fiir a = 4 schneidet die Funktion f die z-Achse an der Stelle 0 im Winkel von
45°.

(a—3a):—%a:1 = a=-2

(b) Wir suchen eine Stelle ¢, an der der Anstieg der Parabel f(z) =
den Wert 1 annimmt.

flle)=32c=3)=1 = c=3
Folglich ist die Tangente gegeben durch
ta) =Bz =3)+f3) =z -2

(c) Wir suchen eine Stelle ¢, an der der Anstieg von f'(z) = e* —e™® den Wert 0
annimmt.
flle)=e—e“=0 <= 2c=Inl=0=<«= c¢=0.
Die Tangente ist somit gegeben durch

t(z) = f'(0)(x — 0) + f(0) = 2.
7.12 Berechnen Sie:
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(a) f® von f(z)=2"lnu,
(b) 59 von f(z) = 2%,
(¢) f™ von f(x)=sin(az).

Losungshinweis zu Aufgabe 7.12 (a) f"”(z) = 602% Inz + 4722
(b) fOO(x) =276 (2 + 50 + 49,22).

(¢) fU(z) = a* sinaz, fFUnHD (1) = @™ cos ax,

f(4n+2)<l') — _a4n+2' : f(4n+3)(x) — _a4n+3

sin ax, -cosax.

Losung zu Aufgabe 7.12

(a) f'(x) =5z*Inx + 2*
f"(z) =202 Inz + 92°
f"(z) = 602° Inx + 472>

(b) Durch Probieren stellt man folgende Behauptung auf:

fM(z) = e (2”:1:2 +n2"x + (nilz) '2"’1) (Wobei iz = 0).
=1 i=1

Dann gilt :

f(x) = (e*-2%) = 2*2” + ¥ 22 = *(2'2” + 2'1).
Folglich ist die Behauptung fiir n = 1 richtig.
Die Behauptung gelte bereits fiir n; wir beweisen sie fiir n + 1.

Fo (@) = [ (@)
= 2™ (2 2% +n2'z + (n )2"*1> + ¥ (2" 4+ n2")
(

=1

= 2" (2" + (n+ 1)2" 'z + (En:z)Q”)
1=1
n—1

Wegen » i= 21)n ist fM(z) = 2e%(2"2? + n2"z + (n_Tl)nQ”) und somit
=1

f(50)( ) = 2¢ 293(250 22 4+ 50-2%02 + 49.25.949 — 9510 2:v(l, + 502 + 49- 25)

(c¢) Induktiv iiber n zeigt man leicht :

fU) (z) = a*"-sin ax,
4n+1 4n+1

Nz) = -cos ar,
4n+2 (x) 4n+2 .sin azx,
4n+3 (x) 4n+3 .COS QL.

7.13 Essei f(z) n-mal differenzierbar und g(z) = x - f(x).
Zeigen Sie, daB g™ (x) = n-f" V() + z- f()(2).
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Losungshinweis zu Aufgabe 7.13 Den Beweis fithrt man leicht induktiv iiber n.

Losung zu Aufgabe 7.13 Den Beweis fithrt man sehr leicht induktiv {iber n.
Sei n =1; dann ist ¢'(z) = f(z) + = f'(x).
Fiir n gelte die Behauptung bereits. Dann ist :
g (@) = [g") (x) = n-[f" V] (@) + [ (@) + 2 [ ()
= (n+1)-f(2) + 2 fOD ().

7.14 Es sei
T, fir z <0,
fx)=<R ar® +bax®> +cx+d, fir0<xz<I,
0, fir z > 1,
x, fir x <0,
g(x) = Az*+ Bz +C, fir0<az<1,
0, fir x > 1.

(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen a, b, ¢, d, so dafl f in R (stetig und) differen-
zierbar ist.

(b) Lé&Bt sich die fir f formulierte Aufgabe auch fiir g lésen?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.14 (a) a=1, b= -2, ¢ =1, d =0 leistet das
Verlangte.

(b) Das Problem ist fiir g nicht losbar.

Losung zu Aufgabe 7.14 Wir benutzen den folgenden Satz :

Sei die Funktion f in einer Umgebung des Punktes a definiert.

[ besitzt an der Stelle a einen Grenzwert (bzw. den Grenzwert ¢) <= f besitzt an
der Stelle a einen linksseitigen und einen rechtsseitigen Grenzwert und beide sind gleich
(bzw. den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert c).

(a) Wir untersuchen zunéchst die Stetigkeit von f an der Stelle 0.
Offenbar gilt:

lim f(z) =0 und lim f(z) =d.
<0 x>0

Hieraus folgt: d = 0.
Jetzt wird f an der Stelle 1 betrachtet.
lim f(z) =a+b+c+d=a+b+c und lim f(z) =0.

rz—1

z<1 x>1
Damit erhélt man eine Bedingung fiir die restlichen unbekannten Koeffizienten:
a+b+c=0.

Wir untersuchen jetzt die Differenzierbarkeit von f an den Stellen 0 und 1.
Da die Ableitungen von ganz-rationalen Funktionen stetig sind, gilt:
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. / o . / s 2 o
lim f(z) =1 und lim f(z) = lim (3az” + 2bz + ¢) = c.
<0 x>0 x>0

Folglich ist ¢ = 1. Weiterhin ist
lim f'(z) = lim(3az® + 2bz +¢) = 3a +2b+ ¢ und lim f'(z) = 0.

rz—1
<1 <l z>1

Folglich ist 3a + 2b+ ¢ = 0. Damit haben wir folgende Informationen erhalten:
d=0,c=1,a+b+c=0 und 3a+2b+c=0.

Zur Bestimmung der restlichen Koeffizienten bleibt nur noch das System der letzten

beiden Gleichungen auszuwerten. Hieraus erhélt man: a =1, b= —2.

Eine Uberpriifung zeigt, da die gefundenen Werte das Problem tatséchlich 16sen.

(b) Analog wie unter (a) ist
limg(z) =0 und lim g(z) = C;

z—0
x<0 x>0

also C = 0. Weiterhin ist
limg(z) =A+B+C=A+B und limg(z) =0;
somit gilt: A+ B =0, also A= —B.
Die geforderte Differenzierbarkeit von g liefert:
. / . . / . —
limg¢'(z) =1 und lim¢'(z) = lim(2Az + B) = B.
<0 >0 >0

Damit ist B =1 und A = —1. Schlie8lich ist
lim ¢'(z) = lim(24z + B) =2A + B und lim ¢'(z) = 0;

rz—1
z<1 <1 z>1

somit ist 2A + B = 0. Dies widerspricht der Bedingung A = —1,B = 1.
Das Problem ist fiir ¢ nicht 16sbar.

7.15 Es sei 12/7/15/1
.1 ..
2"sin-—, fir x #0,
0, fir x=0; n=01,2.
Zeigen Sie:

(a) fo ist in o = 0 unstetig,
(b) f1 ist in = = 0 stetig, aber nicht differenzierbar,

(¢) fo istin x =0 differenzierbar.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.15 (a) ist trivial. 12/7/15/2

(b) |x-sin 1| < |z — 0; hieraus folgt die Stetigkeit an der Stelle z = 0.
z—

sin L
T sin% besitzt an der Stelle 0 keinen Grenzwert.

x
Folglich ist f; in 0 nicht differenzierbar.

x22.sin i

(c) —= = z-sin < — 0, folglich ist fo in 0 differenzierbar.
T—r
Loésung zu Aufgabe 7.15 12/7/15/3
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(a) Esist f3(0) = 0. Wir betrachten die Nullfolge (a,) mit a, = —L—.
Dann gilt offenbar:
folay) =sin(2n + 3)-m =1 fiir alle n, also dim folan) =1#0= fo(0).
Folglich ist fp in O nicht stetig.
(6) 1fi(2) ~ i(0)] = a-sin L 0] = e[ sin 2] < Ja] — 0

Folglich ist  lim fi(z) = f1(0) und somit f; in O stetig.
z—
Weiterhin gilt fiir x # 0:

file) = f1(0) _ wsing .o
=0 = " —Slng.

Der Limes des Differenzenquotienten von f; an der Stelle 0 existiert nicht, somit
ist fi in 0 nicht differenzierbar.

(¢) Wir bilden den Differenzenquotienten von f, an der Stelle 0:

fa(z) — f2(0) _ 2-sin 4 — r-sin L s 0.
r—0 T To2—0

Der Limes des Differenzenquotienten existiert; folglich ist f, in 0 differenzierbar.

5+ ?sin(l),  fiir z #0,

7.16 Essei f(x)= { 0, fir 2 0, 12/7/16/1
Zeigen Sie:
(a) f ist fiir alle z € R differenzierbar und f’(0) > 0,
(b) f"istin R stetig,
(¢) f ist in einer Umgebung von 0 monoton.
Geben Sie eine Beziehung zwischen dem Monotonieverhalten von f und dem Vor-
zeichen von f’ an.
% +32%sint —x-cost  fiir v #£0,
Losungshinweis zu Aufgabe 7.16 (a) f'(z) = 1 . 12/7/16/2
5 fiir x = 0.
(b) Die ,rationale Zusammensetzung® stetiger Funktionen ist wieder stetig.
lim f'(x) = f/(0) = 5. Folglichist f in R stetig.
x>
(c) Da f’ stetigund f'(0) = % > 0 ist, ist f in einer Umgebung von 0 streng
monoton wachsend.
Losung zu Aufgabe 7.16 12/7/16/3

(a) Da rationale Funktionen und die Sinusfunktion in ihren Definitionsbereichen diffe-
renzierbar sind, ist f fiir alle « # 0 differenzierbar und es gilt fiir x # 0:

/ —1 2. g L 1
f(x) =5+ 3a®-sin; — z-cos .
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Wir untersuchen jetzt den Differenzenquotienten von f an der Stelle 0.

— Z 4 g3.gin L .

z—0 2
Folglich ist f in 0 differenzierbar und
f/(o) — lim f(x) — f(0) 1

z—0 x—0 2"

(b) Es ist
|f'(z) — f(0)| = \% + 32?-sin + — xcos & — %\
= [32?|-| sin ¢| + ||| cos 7
< 3lz*| + |z| — 0.
x—0
Daraus folgt
. / gl .
somit ist f' in 0 stetig.
(¢c) Nach (a) und (b) ist f in R differenzierbar und f’ dort stetig.
Wegen [f'(0) = % > 0 existiert eine Umgebung von U(0), so daf§ f" in U(0) po-
sitiv ist (vgl. 6/3/11). Folglich ist f in U(0) streng monoton wachsend.

Denn ist f in einem Intevall (a,b) differenzierbar und f’'(z) > 0 fiir alle x € (a,b),
soist f in (a,b) streng monoton wachsend (vgl. 7/3/9).

7.17 Zeigen Sie mit Hilfe des 1. Mittelwertsatzes (der Differentialrechnung) : 12/7/17/1
(a) Fir jedes z,y € R gilt: |sinz —siny| < |z — y],
(b) Fiir jedes x,y € R gilt: |arctanz — arctany| < |z — y|,

(¢) Fur x>0 gilt: T <In(l1+z) <.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.17 Im Folgenden sei z eine (entsprechend des 1. Mittel- 12/7/17/2
wertsatzes) gewahlte Stelle zwischen z und y.

(a) Aus % = cos z folgt die Behauptung.

arctanx — arctany 1 .

(b) Aus Ty =1 folgt die Behauptung.
In(l14+z)—Inl 1 .

(c) Aus = 7o Tolgt die Behauptung.

Losung zu Aufgabe 7.17 12/7/17/3
(a) Fiir x =y ist die Behauptung trivial. Es sei nun x # y. Nach dem Mittelwertsatz

. sinx — siny
|sinz —siny| = |z — y|-|cos z| < |z — yl.

= cosz fiir ein z zwischen x und y. Also
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(b) Fiir x =y gilt die Behauptung offenbar. Es sei = # y. Wegen (arctanz) = o

gilt nach dem Mittelwertsatz: amtani _Zrcmny = H} > fiir ein 2z zwischen x
- z
und y. Also
|arctan x — arctany| = |z — y|- 1+ > < |z —yl|

(¢) Sei f(z)=In(1+ ) Wir benutzen den Mittelwertsatz fiir y = 0 < z. Dann gilt:
f@)—f(0) _ In(1+2)—Inl _ In(l+x) — f(z) = 1

x—0 x x 1+2
fiir ein z mit 0 < z < x. Folglich ist
1 1 _W(+2) 4 x
4 <T3:— 2 — iy <L also o (1+2) <.

7.18 Wenden Sie den Satz von Taylor auf die Funktion f(z)= v/1+ 2 an der Stelle 12/7/18/1
a = 0 an, und berechnen Sie damit /2 auf 2 Dezimalstellen genau (geiinderte
Fassung).

Losungshinweis zu Aufgabe 7.18 Es ist () (z) = (—=1)"*! . 1'2'5'8'?;;(371 -4 (1+ 12/7/18/2
3n—1
x) 3

n

) 125(3n—1)
R,(1), wobei |R,(1)] < 3 (n+ 1)

und somit f(1
i=0

Wl

Lésung zu Aufgabe 7.18 Es ist f(z) = v1+x = (1+z)5.
man leicht:

Induktiv iiber n zeigt 12/7/18/3

f(”)(x) _ (_1)n+1. 1-2-5-8 .éé(gn —4) ‘(1 " x)_gng_l.

Damit erhalt man

n _ n 1.2:5---(3n—4)
f( )(0) - (_1) i 3n :

Aufgrund des Taylorschen Satzes fiir a =0 (vgl. 7/2/9) ist

(z) % . (n+1) (9 "
Zf -2' 4 Ry (), wobei R,(z) = f(?(l)f)x +1

fiir ein ¥ mit 0 < ¥ < 1. Folglich ist
" @ .
V2 = ; ! Z.!( ) 4 R, (1) mit

_(_1\n+2. 1-2-5---(3n —

Rn(l) - ( 1) 3n+1 ( 4 1)

Wegen 9 > 0 ist 149 > 1. Folglich ist
1.2:5---(3n—1)

3n+2

D (14+9)”

1,
e 11 1 ot Yo N £(0)
Fir n =11 ist [Ry(z)| < 55- Damit gilt V2 & E A
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7.19 Berechnen Sie mit Hilfe des Taylorschen Satzes: 12/7/19/1
(a) cos 5, sodaB der Fehler < 107% wird,
(b) In2, so dafl der Fehler < 10! wird,
(¢) e, so daB der Fehler < 1076 wird.
[Hinweis: Man betrachte bei Aufgabe (b) die Funktion In(1+ x).]

Losungshinweis zu Aufgabe 7.19 Es sei R,(z) das Restglied in der Taylorschen 12/7/19/2

Formel. Dann gilt fiir die entsprechenden Funktionen in (a) - (c):

(a) |Ru(z)| < W; somit leistet n = 4 das Verlangte.
(b) |R(x)] < Jrl; n =9 leistet das Verlangte.

(¢) |Rulgs)| < W, n = 2 leistet das Verlangte.

Loésung zu Aufgabe 7.19 Nach dem Taylorsche Satz (vgl. 7/2/9) gilt: 12/7/19/3
L6y .
x) =) e i!(a) “(r—a)' + R,(z),

i=0

wobei R, (z) = [ et O —a)) (x—a)"™ und 0 <9 <1
" (n+1)! '
(a) Fiir f(z) =cosx ist
f'(x) = —sinz, f'(x) = —cosz, f"(z)=sinz, f¥(z)=cosz und
FU (@) = fO(a).

Wir setzen a =0, dann ist

fla) =1, f(a) =0, f(a) = =1, f"(a) =0, fP(a) =1, f""(a) = f(a).

Offenbar ist stets | (z)| < 1; somit gilt fir = = L

10
_ i@ —a))| |\ 1
[Fn()] = (n+1)! (To) = (n+1)!- 10"
Schlieflich gilt fiir n =4
|R.(55)| < = 105 <1075, Also

1o S0 i 1
OSlON; po =T Taer

(b) Sei f(z)=In(1+ z). Induktiv iiber n > 1 zeigt man leicht:
f () = (-t Lo DL
Fir a=0 und z =1 ist
— 1 (=1 n! Cqntl 1 1
Wéhlt man n =9, soist |R,(1)] < g Folglich ist
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e*. Fiir a=0 und z = -1 gilt:

(c) Sei f(x)=e®. Dannist f™(z)= 100
1 n+1 S 4

R (0) | = Mo (160 (n+1)l-102+2°
Wiihlt man n = 2, so ist |R,(555)] < 107, Also

L f() %
100 Z (T(l)o) 1+1(1)0+m‘

7.20 Man gebe die Taylorentwicklung fiir folgende Funktionen an der Stelle 0 an:
(a) f(x) =a", a>0,
(b) f(z) =1+ (auf die Abschiitzung des Restgliedes wird verzichtet),
(¢) flx)=I(2+x), fir |z| <1

Losungshinweis zu Aufgabe 7.20 (a) Z lna
=0
(b) fla)=1+3 +z R

(¢) f(z ln2+z 1)+t Lfl)!w@

Losung zu Aufgabe 7.20 Nach der Taylorschen Formel (vgl. 7/2/9 und 7/2/12) ist

n ) (o )
x) :Zf i!( )'(m_c) _'_Rn(x)a
1=0

(n+1) —
wobei R,(z) = frrietdle =) (z—c)"™ und 0< <1,

(n+1)!
(a) Fir f(z) =a® =" ist f™(z) = (Ina)"-a”. Folglich ist
_ 1. ntl x| | ntl o a’"] - [z Ina"
()] = (n+1)! (Ina) ]l < (n+1)! .

fiir jedes fixierte x. Somit ist
= F@(0 PN
az):; Z_!(),m :g(ﬂa)
(b) Sei f(x)=yI+z=(1+)7 Dannist f(z)=1-(1+z)

O ) = (—1yt - IS (i

M\H

und

fir n > 2 und somit

n . n 1:35---(2n —3)
f( )(0> - (_1) i on :

12/7/20/1

12/7/20/2
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Folglich ist
) =141 +z i L35 2i=8)

2’L
(¢) Sei f(zr)=In(2+ ). Dann ist f'(z) = 2+ , und fiir n» > 2 erhilt man
(n) _ (_1\n+1 | (nJr 1)-
Somit ist
(n) _ (_1\n+l . (n+ 1)!
Weiterhin gilt:
—(_1ynt2. _nl | 1 el
R.(z) = (—1) (n+1) 2T ) 2", also
| Ra()| = |(=1)"**] - Ly e < g —— 0 (i e < ).

n+1 |2 + Y|t = n+1 nooo

Folglich ist

fla ln2—|—z e LD g

7.20a Essei f(z) = 2? Wie grof kann eine e-Umgebung U von 3 héchstens gewihlt 12/7/21/1
werden, so daf bei Ersetzung von f durch die Tangentenfunktion der Fehler in U

stets kleiner als 1—00 ist.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.20a U% (3) leistet das Verlangte. 12/7/21/2

Losung zu Aufgabe 7.20a Wir benutzen die Taylorsche Formel (vgl. 7/2/9) fiir n = 1. 12/7/21/3
Esist f'(z) =2z und f"(z) = 2. Weiterhin ist f(3) =9 und f'(3) =6
Fir t(z) = f(3) + f'(3)(x — 3) gilt nach der Taylorschen Formel fiir a = 0:
f(z) =t(z) + Ri(x) = t(x) + % (z - 3)%
Folglich ist
fa) —t@)| =z -3 <5 == [t -3 < <= 3-5<z<3+;
Ui (3) leistet das Verlangte.

10

7.21 Berechnen Sie: 12/7/22/1
(a) 916%5‘;1;153”; (c) limx~ln(1+ﬁ), =0 (z>0) bzw. z — o0,
O) lmpa (@ Jimle

Losungshinweis zu Aufgabe 7.21 (a) lim 8252 — 5 12/7/22/2

70 tan 3z 3°

(b) lim In(sindz)

z:g In(sin 3x)
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i . 1) _ - : . 1)1
<C> !clg(}m 1n<1+2x)70’ xh—{gox 1n(1+2x)72'
z>0
i Inzx
(d) Jim 2F =
Losung zu Aufgabe 7.21 Wir benutzen die Regeln von de I’'Hospital. 12/7/22/3
(a) Esist % = % -cos3x und hII(l) cos3r = 1.
T—
; s 1y Sin bx ;
Folglich geniigt es, }g% a3 2u bestimmen. Wegen
(sin 5z)’ _ 5-cosbz N
(sin3x)’  3-cos3z 5,0 3

; ) itals i Sinbx 5
gilt nach den Regeln von de I’'Hospital: 91:13% on3e = 3-

(b) Es ist In(sindz)]' _ 4.cosda , sindz

[In(sin3z)]’  3-cos3z sindx’
i i ; i sindz 3
Analog wie bei Aufgabe (a) ist :1611)% iy = - Also
In(sindz) 4 3 1
In(sin3z) 3 4

=0 In(sin 3x)

(c) Es gelte zunéichst 2 — 0 (und z > 0, da sonst In(1+ o) nicht definiert ist).
Fir >0 und =z — 0 gilt: 1+ % — 00. Es liegt also der Fall |,0-00“ vor.

Wegen
v (14 L) = 20 ra)
gilt nach den de l’Hospitalschen Regeln:
(1 + 5))' _ z? _ =z s 0
@ T e? Bl
und

Lig&x-ln(l%—i) = 0.
x>0
Fir z — oo gilt: 1—1—% —— 1 und ln(l—l—%) — 0.
Damit erhélt man den Fall oo-0¢. Analog wie oben gilt:
I(1+5)) 4

y 1
Y T2+ L) amee 2
Also
; 1)y _1
Ju -t (14 55) = 4.
(d) Esist (1nm/)’ =1 0. Folglich ist lim Mz — 0.
(33) T z—oo r—o0 T

7.22 Geben Sie ein Polynom an, das die Funktion In(1+ ) im Intervall [0,2] bis auf 12/7/23/1

2
zwei Stellen hinter dem Komma genau annéhert.
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Losungshinweis zu A2ufga3be 7422 Mit Hilfe der Taylorschen Formel erhilt man das 12/7/23/2
Polynom p(z) =z — & + % — 4.
Losung zu Aufgabe 7.22 Wir benutzen die Taylorsche Formel fiir a = 0 (vgl. 7/2/9). 12/7/23/3

Sei f(z) =In(l + z). Dann ist

(n) (=Dl (n =1
[ (z) = A5 2 fir n > 1.
Weiterhin ist f(0) =0 und f™(0) = (—=1)"*!-(n +1)! und
Ry(z) = (_1)n+2 L_nl 1 .

(n+1)! (1+9z)" !
Somit erhalt man

|1\ t+21 . 1 . 1 . n+1

IN

a1 g (wegem 0<w < und [14da] > 1),

IR,(z)| < m < g <= 100 < (n+1)-2",

und diese Ungleichung ist fiir n = 4 erfiillt.

L0 2 3 4
RO M R A

leistet das Verlangte.

7.23 Untersuchen Sie das Konvexitédtsverhalten der folgenden Funktionen: 12/7/24/1
(a) f(x)=3z" —42® +1,

(b) flz) =2+ ¥z —4.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.23 Mit Hilfe des Satzes 7/3/16 erhilt man: 12/7/24/2
(a) f istin [%,oo) und in (—o0, 0] streng konvex von unten und in [0, %] streng konvex

von oben.

(b) f istin (—o0,4] streng konvex von unten und in [4,00) streng konvex von oben.

Losung zu Aufgabe 7.23 Wir benutzen den folgenden Satz (vgl. 7/3/16): 12/7/24/3
Ist f in (a,b) zweimal differenzierbar und f”(z) > 0 (bzw. < 0) fiir alle x € (a,b),
dann ist f in (a,b) streng konvex von unten (bzw. von oben).
(a) Esist f’(x) =122(3z —2). Wenn z > % oder z < 0, so f”(x) > 0. Folglich ist
f in [%,oo) und in (—o0,0] streng konvex von unten.

Wenn 0 <z < %, so f"(z) < 0; somit ist f in [0, %] streng konvex von oben.
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(b) Esist f"(x) = —3% . m Wenn x < 4, so f”(xz) > 0. Folglich ist f in

(—o0,4] streng konvex von unten. Wenn = > 4, so f”(z) < 0; also f in [4,00)
streng konvex von oben.

7.24 Untersuchen Sie die Funktion f(z) = cosz —x+ 1 auf Nullstellen, lokale Extrem-
werte, Wendepunkte, Verhalten in 4o0.
Skizzieren Sie die durch f(z) definierte Kurve.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.24 f besitzt genau eine Nullstelle, und zwar in dem
Intervall (0, 7).

Die kritischen Stellen sind fiir £ € Z durch zy, = (% + 2k)m gegeben.

f besitzt keine lokalen Extrema, aber an den Stellen x; Wendepunkte mit

flzg) = —xp + 1.

Esist lim f(z) = —oco und mli)rinoof(x) = 00.

Losung zu Aufgabe 7.24 Wir untersuchen zunéchst das Nullstellenverhalten der

Funktion.
Fir <0 ist —z+1>1 und daher f(z) # 0. Fir § <z < 37” ist cosz < 0 und
somit cosz —x < 1, also f(z) # 0. Fir = > 37” ist f(x) < 0. Es bleibt das Intervall

[0, §] zu betrachten.

Wegen f(0) = 2 und f(5) < 0 besitzt f als stetige Funktion nach dem Zwischen-
wertsatz in (0, %) eine Nullstelle. Da sinz > 0 fir = € (0,5) (vel. 5/3/53) und
fl(x) =—sinz—1<0 fir x€(0,7), ist fin (0,7) streng monoton fallend.

Somit besitzt f in diesem Intervall genau eine Nullstelle (die bei Bedarf niherungsweise
berechnet werden miifite).

Zur Bestimmung der Extrem- und Wendepunkte betrachten wir Ableitungen von f.
fl(z)=—sinz —1=0 < sinz=-1 < z = (%+2k)7r fur k € Z.

Die kritischen Stellen sind gegeben durch xj = (% + 2k)m fiir k € Z. Weiterhin ist
f"(xx) = —cosazp =0 und f"(zy) =sinx, = —1 fiir alle k € Z.

Folglich besitzt f keine lokalen Extrema, aber Wendepunkte an den Stellen zj fiir
ke€Z mit f(xp) =—x, + 1.

Offenbar gilt:  lim f(z) = —oo und ﬂT31_i>r_noof(ac) = 0.
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Die Funktion f(x)=cosz—z+1
ist streng monoton wachsend in
R; sie besitzt eine Nullstelle in
dem Intervall (0,%). f hat keine
lokalen Extrema, jedoch fiir jedes
2 k € Z an der Stelle = = (k+ 3)7

7.25

Losungshinweis zu Aufgabe 7.25 (a) D(f) =R\ {-1} und f(z) =0 < x=0.

—3r 27 -7 ™ 2r 3w 4w einen Wendepunkt.

Fiihren Sie fiir folgende Funktionen eine Kurvendiskussion durch:
_

() f(r)= 20,

(b) fz) =In(a®+1).

f istin (—oo,—1) und in (—1,00) streng monoton wachsend.

f istin (—oo,—1) streng konvex von unten und in (—1,00) streng konvex
von oben.

f besitzt kein lokales Extremum und keinen Wendepunkt.

f besitzt in z = —1 eine Unendlichkeitsstelle.

Esist lim f(z) =oco und lim f(z)= —oc.
Weiterhin ist xl_i>r_noof(x) =1= 373h_}rgo flz)=1.

D(f)=R und f(z)=0 <= 2 =0.

f ist in (—o0,0] streng monoton fallend und in [0, 00) streng monoton
wachsend.

f istin (—oo,—1] und in [—1,00) streng konvex von oben und in [—1,1]
streng konvex von unten.

x = 0 ist die einzige kritische Stelle; f besitzt dort ein lokales Minimum der
GroBe f(0) =0.

f besitzt an den Stellen z = £1 Wendepunkte mit den Koordinaten (—1,1n 2)
bzw. (1,In2).

Esist lim f(z) =00 = lim f(z) = oo.

T—r—00 T—00
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Losung zu Aufgabe 7.25

(a)

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(iii)

Definitionsbereich, Nullstellen
Offenbar ist D(f) = R\{—1} und f(z) =0 <= z=0.

Monotonie
Es ist f'(z) = (le) . Wegen f'(x) > 0 fiir alle x € D(f) ist f in

2
(=00, —1) und in (—1,00) streng monoton wachsend.
Konvexitat
Es ist f"(x) = ﬁ Fir x < —1 ist f’(x) > 0, und fiir z > —1 ist
f"(x) < 0. Folglich ist f in (—oo,—1) streng konvex von unten und in
(—1,00) streng konvex von oben.
Lokale Extrema, Wendepunkte
Da f" und f” keine Nullstellen haben, besitzt f kein lokales Extremum und
keinen Wendepunkt.
Unendlichkeitsstellen

f besitzt fiir x = —1 eine Unendlichkeitsstelle.

Esist lim f(z) =00 und lim f(z) = —oc.
z<—1 z>—1

Verhalten im Unendlichen
Offenbar st lim fz)=1 und lim f(z) = 1.

Definitionsbereich, Nullstellen
Esist D(f) =R und f(z) =0 < x=0.

Monotonie

Es ist f'(z) = x22i1' Wegen f'(x) < 0 fir x < 0 und f'(z) > 0 fiir
x> 0ist f in (—o0,0] streng monoton fallend und in [0, 00) streng monoton

wachsend.

Konvexitét
_ 2
Es ist f"(z) = ?ﬂng)Q) Fir x < —1 ist f"(z) <0, fir —1 <z <1 ist

f"(x) > 0 und fir = > —1 ist f”(x) < 0. Folglich ist f in (—oo, —1] und
in [1,00) streng konvex von oben und in [—1, 1] streng konvex von unten.

Lokale Extrema

x = 0 ist die einzige kritische Stelle. Wegen f”(0) > 0 besitzt f an dieser
Stelle ein lokales Minimum der Groe f(0) = 0.

Wendepunkte
4z (2% - 3)

Wegen f"(x) =0 <= x = =+1 und f”(£1) # 0 besitzt f an den Stellen
r = £1 Wendepunkte mit den Koordinaten (—1,In2) bzw. (1,In2).
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(vi) Verhalten im Unendlichen

Es ist zgrzloof(x) =00 und lim f(z) = 0.

7.26 Fiir die folgenden Funktionen fithre man eine Kurvendiskussion durch:
(a) f(x) =z —sinz, (b) flz) =§ —sinz,

(C) f(:lj) =+ #, mit Zeichnung!

Losungshinweis zu Aufgabe 7.26 (a) D(f) =R; 2 =0 ist die einzige Nullstelle.
f ist in IR streng monoton wachsend.

Fir k€ Z ist f in [2km, (2k + 1)7] streng konvex von unten und in
[(2k + 1), (2k + 2)7] streng konvex von oben.

f besitzt keine lokalen Extrema.

Fir x, = (k+ %)ﬂ' besitzt f in xj; einen Wendepunkt mit den Koordinaten
(xg, x — 1), falls k& gerade und (zy,xx + 1), falls k& ungerade ist.

Es ist xli)r_noof(a:) =—00 und lim f(z) = oo.

(b) D(f) =R; es gibt genau 3 Nullstellen, in jedem der Intervalle [—%7?, %], [%, %77]

genau eine und z = 0.

Fir k€ Z ist f in [2k — %’N, (2k + %)W] streng monoton fallend und in
[(2k + %)7?, (2k + %)W] streng monoton wachsend.

Die Konvexitatsbereiche stimmen mit denen von Aufgabe (a) iiberein.

f besitzt an der Stelle xp = (2k + %)W ein lokales Minimum der Grofle
% — % 3 und an der Stelle y, = (2k — %)7? ein lokales Maximum der Grofie
%+ 1V3 (ke )

f besitzt an der Stelle km, k € Z, einen Wendepunkt mit den Koordinaten
(k, ]%”)

Es ist xgr_noof(x) =—oo0 und lim f(z) = oc.

(¢) D(f)=R\{0}; x =—1 ist die einzige Nullstelle.

f ist in (—o00,0) und in [¢/2,00) streng monoton wachsend und in (0, v/2]
streng monoton fallend.

f istin (—o0,0) und in (0,00) streng konvex von unten.

f besitzt an der Stelle zy = /2 ein lokales Minimum mit f(zy) = %

f besitzt keine Wendepunkte.
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Esist lim f(z) = oo =lim f(z) und

<0 x>0
x1_1>r_noof(:c) =—o0 und lim f(z) = occ.

Losung zu Aufgabe 7.26

(a)

(i)

(i)

(iii)

Definitionsbereich, Nullstellen
Esist D(f) =R und f(z) =0 <= sinz = z; also x =0 ist die
einzige Nullstelle.

Monotonie

Esist f'(x) =1 — cosz und somit f'(x) >0 fiir jedes z € R und

fl(@) =0 <= == (k+ 3 fir ke Z

Folglich ist f in IR streng monoton wachsend.

Konvexitat

Esist f’(z) =sinz. Fir 0 <z <7 ist f’(z) >0 und fir 7 < < 27 ist
f"(x) < 0. Wegen sin(z+27) =sinz ist f in [2k7, (2k+ 1)7] streng konvex
von unten und in [(2k + 1)7, (2k + 2)7] streng konvex von oben (k € Z).

Lokale Extrema

Die kritischen Stellen sind z), = (k + %)7‘(‘, k € Z. Offenbar ist f"(x) = 0.
Wir betrachten weitere Ableitungen.

Wendepunkte

Esist f”(x) =cosz und f"(xy) # 0. Folglich besitzt f keine lokalen
Extrema, aber an den Stellen x; Wendepunkte mit den Koordinaten

(xg, x, — 1), falls k& gerade und (zx,zy + 1), falls k& ungerade ist.
Verhalten im Unendlichen

Es ist xli)r_noof(x) =—00 und lim f(z) = oo.

Definitionsbereich, Nullstellen
Esist D(f) =R und f(z) =0 <= sinz = 7.
Eine Nullstelle ist sofort ersichtlich, ndmlich z = 0. Falls es weitere Nullstellen

gibt, miissen diese im Intervall (— 67r 57) liegen, da |$\ > 1, falls |z| > 7r
Wir untersuchen jetzt f auf Nullstellen in (— %7‘(‘, 67r) Dazu betrachten wir
fl(z) = l — COS .

Fir § <z < %W ist cosx < % und somit f’'(z) > 0. Folglich ist f in [%,

streng monoton wachsend.

Weiterhin ist f(§) < 0 und f(§7r) > 0. Wegen der Stetigkeit besitzt

f nach dem Zwischenwertsatz in (%, %7‘() eine Nullstelle und aufgrund der
strengen Monotonie genau eine Nullstelle. Da f eine ungerade Funktion ist,
liegt auch in (—27? T) genau eine Nullstelle. Es bleiben noch die Intervalle

(0,%), (=5,0) zu betrachten Wir zeigen, daf f dort keine Nullstelle besitzt.

b
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(iii)

Fir 0 < [z| < § ist f/(z) = %—cosx und somit f in [-%, §] streng
monoton fallend. Wegen f(0) = 0 besitzt f in [—Z,Z] auler x = 0 keine

373
weitere Nullstelle.

Fir T <2 < T ist f'(z) > 0 und daher ist f in [Z,T] streng monoton

3 2 372
wachsend. Wegen f(7) <0 kann f in [§, 7] keine Nullstelle besitzen. Da f
ungerade ist, kann f auch in [—%, 0] keine Nullstelle haben.
Es gibt also insgesamt 3 Nullstellen: in jedem der Intervalle [—27, Z], [Z, 27]

6772 276
genau eine und x = 0. (Bei Bedarf miiiten die Nullstellen néiherungsweise berechnet
werden.)

Monotonie

Fir —% <o < % ist f'(x) <0, also f in [%, %7?] streng monoton wachsend.

Aufgrund der Periodizitdt von f’ gilt dann: f ist in [(2k — %)71’, (2k + %)7?]
streng monoton fallend und in [(2k+%)7r, (2k5+%)7r] streng monoton wachsend
(ke Z).

Konvexitat

Es ist f”(z) = sinz. Diese Ableitung stimmt mit der 2. Ableitung von f
aus Aufgabe (a) iiberein. Folglich hat f(z) = £ —sinx die dort ermittelten

2
Konvexitatsbereiche.

Lokale Extrema

Es ist f’(m):%—cosx:() &= cosx =

Sei zp = (2k + %)TF und y = (2k — %)w
Wegen f"(x) = sinz ist f"(zg) = %\/5 > 0 und f"(yx) = —%\/g < 0.
Folglich besitzt f an den Stellen xj; ein lokales Minimum der Grofie

flzg) = % — % 3 und an den Stellen y; ein lokales Maximum der

Grofe f(yr) = % + 13
Wendepunkte

Esist f"(z) =sinx =0 <= x = kr fir alle k € Z.
Weiterhin ist f”(km) = cos(km) # 0. Somit besitzt f an den Stellen
x, = km Wendepunkte mit den Koordinaten (km, %77)

= x:i§+2k7r, kelZ.

D=

Verhalten im Unendlichen

Es ist zgrzloof(x) = —00 und lim f(z) = oc.

Definitionsbereich, Nullstellen

Esist D(f) =R\{0} und f(z) =0 < 2*=-1 < 2 =-1.
Monotonie

Esist f/(z) = 1— 2. Fiir o > V2 ist f'(z) > 0; fiir 0 < x < /2 ist

SCS

f'(z) < 0 und fir * < 0 ist 2> < 0 und somit f'(z) > 0. Folglich ist f
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in (—o0,0) und in [v/2,00) streng monoton wachsend und in (0, v/2] streng
monoton fallend.

(iii) Konvexitét
Esist f"(z) = % und f”(z) > 0 fiir alle € D(f). Damit ist f in (—o0,0)
und in (0,00) streng konvex von unten.

(iv) Lokale Extrema

Der einzige kritische Punkt ist durch z = /2 gegeben. Wegen f”(¥/2) > 0
besitzt f an der Stelle z = /2 ein lokales Minimum der GriBe f ({75) 3_

V4

(v) Wendepunkte
Da f” keine Nullstellen hat, besitzt f auch keine Wendepunkte.
(vi) Unendlichkeitsstellen
Esist lim f(z) = oo und lim f(z) = oc.
<0 >0

(vii) Verhalten im Unendlichen

Es ist xgrjloof(x) = —00 und lim f(z) = 0.

Y

‘ Die Funktion f(z) = = + 2 be-

z2
sitzt fiir £ = —1 eine Nullstelle.
Sie ist in (—o0,0) und in [¥/2, 00)
streng monoton wachsend und in
(0,+4/2] streng monoton fallend.

An der Stelle z = /2 hat f

-1 ein lokales Minimum der Gréfie

V2 (92 = 4

7.27 Berechnen Sie die ersten drei Glieder der Taylorentwicklung von 12/7/28/1
pr) =2 - 22"+ 525 —2+3 in a=2.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.27 Esist f(x) = —321 + 1087 (z — 2) + 1648-(z — 2)* #2478 (2 — 2)° 4

Losung zu Aufgabe 7.27 Es gilt (vel. 7/2/9): 12/7/28/3
LI .
fla) =3 LD (o —a)i + R, ()
=0
(n+1) + 9z — n
mit  Ry(z) =2 EZH;T Dz — a1 (0 << 1),



f2) =2 -

f'(2) =827~

2.97+5.26 — 243 =321
14-2% +30-2° — 1 = 1087

f"(2) = 56-2° — 84-2° 4+ 150-2* = 3296
f"(2) = 336-2° — 420-2* + 600-2° = 8832
fW(z) =1680-2* — 1680-2° + 1800-22.

Also

f(z) = =321 + 1087 (x — 2) + 1648-(z — 2)* + 1472+ (x — 2)* + R3(x).

7.28 Bestimmen Sie so viele Glieder wie moglich in der Taylorentwicklung von

f(x) =6sinx + 2% in a=0.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.28 Es ist f(x) =

FA(0) =0, fHD(0) =6, FU(0) =0,

f (4n+3)_<0) _

—6 fiir n € N.

12/7/29/1

12/7/29/2

Losung zu Aufgabe 7.28 Es ist am einfachsten, die Taylorreihe (vgl. 7/2/9, 7/2/12 und 12/7/29/3

7/2/14) von f zu betrachten. Dazu bilden wir alle Ableitungen von f:

f'(z) = 6cosz + 2z,

f"(x) = —6cos,

f(0)=6
f"(z) = —6sinx + 2, f7(0) =2

f"(0) = —6

F9(0) =

f(z) = 6sinz,

Offenbar gilt dann auch fiir alle n € N, n > 1:

U () = 6sinz,
Flan+D(
fUnD(z) = —6sinz,
f(4n+3)(

Damit erhalt man

S 0) =0
x) = 6cosx, fUntD(0) =

f(4n+2 (0)
x) = —6cosz, f(4”+3 (0) =

| B ()] = TR

n—oo

fiir jedes fixierte x € IR und schlieflich

> £@ (0 i
:;fﬂ()-x.
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7.29 Ist der Fehler bei der Ndherung e ~ 1+ z + %2 + %3 fir 0<z< % 12/7/30/1

kleiner als W 7 Bestimmen Sie damit /e auf 3 Stellen genau.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.29 Es ist /e ~ 1 + + 5 122 + G 123 + 51, 24 ~~ 1,6484. 12/7/30/2

Loésung zu Aufgabe 7.29 Wir benutzen den Taylorschen Satz (vel. 7/2/9). Es ist 12/7/30/3

" f(i) (g ; ) (n+1)(q rT—a n
fla) =3 L2 (o —a) + Ry(2) mit Ry(x) =1 Enifg, D (2 — )+,

=0

Fiir f(r) =e® und a = 0 erhilt man f@(z) =e® und f®(0) =1 fiir alle 4 € N und
somit fiir n = 3:

T 2 3 eﬁm . 4

e =ltr+5+H+5 0
Wegen OS[ES% und 0 <9 <1 ist e’ <,/e <2 und |:r|4§§. Also

Ra@)| < 2 L < L.

Es ist /e = es. Folglich kann der obere Ansatz fiir den restlichen Teil der Aufgabe

genutzt werden. Allerdings mufl |R,(z)| < 1—(1)3 sein fir x = % Hierzu wéhlen wir

n =4, denn

Ruo)| < et L< 2 = 1o 1
Damit erhalt man

1
Vem1+1 5T 5 22+6_23+24 24~1 6484.

7.30 Priifen Sie, ob in den folgenden Fillen die Voraussetzungen der Regel von 12/7/31/1
de I'Hospital erfiillt sind, und bestimmen Sie die betreffenden Grenzwerte:
sin x

(a)

b)) ——° iz 0,
SINXT - COSXT

1
ne fiir « N\ 0.

-1
¢ fir =z — 0,

()

In(sin )

Losungshinweis zu Aufgabe 7.30 Die Voraussetzungen fiir die Regeln von de I’'Hospital 12/7/31/2
sind in jedem Fall erfiillt und es gilt:

(a) lim & =1 =1.

x—0 sin x

x

(b) lim & =¢" —2

2—0 SInx - cosx

; lnx _
(c) l}fi} In(sinz) 1
x>0
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Losung zu Aufgabe 7.30 Offenbar sind alle in den Aufgaben (a) - (¢) auftretenden 12/7/31/3
Funktionen in ihren Definitionsbereichen differenzierbar.

(a)

7.31

Losungshinweis zu Aufgabe 7.31 (a) lim

(b)

()
(d)

Es gilt ¢ —1 —— 0 und sin —— 0. Damit sind die Voraussetzungen fiir die

z—0 z—0
Anwendung der Regel von de ’'Hospital erfiillt und es ist
(e” — 1)/ _ e® . 1
(sinx)’ COST 40
Folglich erh&lt man
lim € =1 =1,
r—0 ST

Es gilt e* —e™ —— = 0 und sinxcosz —— 0. Die Voraussetzungen sind

z—0 z—0
erfiillt und es gilt:
=) eper
(sinwcosz)  cos?x —sin?x 2—0 '
Also
e’ —e”®

70 Sinx cosx

Esgilt Inx —— —oo und wegen sinz > 0 fiir 0 < z < 7 ist In(sinz) — —o0.

z—0 z—0
z>0

z>0
Damit sind auch hierfiir die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Regel von de
I’Hospital erfiillt und man erhélt

(Inz)’ _ _sine _ _1  sinz s 1
(In(sinz))’ x-cosx  cosx T om0
x>0
Also
Inx _
==0 In(sin z)
>0

Berechnen Sie mit Hilfe der Regeln von de I’'Hospital die folgenden Grenzwerte:
. tanz —a V14241
(a) glclg(l) x —sinz’ (c) a:ll>r£11 V2+z+a’
A T _ =T _9 . x sin x
(b) lim =222 (d) lim(2° —1)™.
x>0

tanx —x __ 2
50 T —sinzx ’

lim & —¢ =27 — 9

7—0 T —sinz ’
Vi+2r+1 _ 4
V2+z+z 9

lim (27 — 1) = ” = 1.
rT—r

>0

Losung zu Aufgabe 7.31
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(a) Esgilt tanz —x —— 0, = —sinz —— 0 und somit

z—0 z—0
2 s 2
’ cos” x+sin“ x
(tanz —2)" _ oo — —1 1—cos®x _ l+4cosz )
(z —sinx)’ 1 —cosx cos?z - (1 — cosx) cos?z 20

Folglich ist
lim tanx —x __

70 T —sinx

(b) Esgilt e* —e* —2r —— 0, = —sinzx —— 0 und somit

z—0 z—0
(" e~ _ e tet 3
(x —sina)’ 1—cosz
Wegen e +e™ —2 —— 0 und 1 —cosz —— 0 kann die Regel noch einmal
z—0 z—0
angewendet werden. Dadurch erhélt man
T -z _ 9}/ T _ . .
(" e ,> =% % mit e*—e ¥ —— 0 und sinz —— 0.
(1 —cosx) sin x 20 R
Erneute Anwendung der Regel liefert
(e"—e™®) _ e" e ® 9
(sinz)’ cosT =0

SchlieBlich gilt:

. T _ AT __ . x —x __ . T _ AT . X —x
lime&=—e"=2c |ypeite =2 _ |-’  jypefte’ o
—0 r—smx z—0 1 —rcosx r—0 ST r—0 COST

(c¢) Es gilt \3/1+2x—|—1—1>0, V2+2+2 —— 0 und somit
T——

r——1
i, 2
(Vi+2c+1) _ 3 }/(142x)2 4
/ 1,1 1 9
(V2+z+2) 3 \/m—i—l z——1

(d) Esgilt 2* =1 —— und sinz — 0. Damit haben wir die Form ,,0°“.

z—0 xz—0
x>0 x>0

Fir z > 0 ist
(2:1: . 1)sinz _ esinx-ln(ZZfl).

Wir berechnen zunéchst den Grenzwert des Exponenten. Aufgrund der Stetigkeit
der Exponentialfunktion erhélt man daraus den gewiinschten Grenzwert.
Wegen sinz — 0 und In(2* — 1) —— —oo bilden wir

x—0
x>0 z>0

In(2° — 1)
c

sin x

Somit entsteht die Form ,,%“. Schlieflich gilt:

sinz-In(2* — 1) =

. , In2-2*
(*) - (In(2” — 1)) _ 21 _ _In2-2*°  sin’z
) (=Y __ cosx cosz 2¥—1°
sin & sin? x
Offenbar ist lir% (— lncgisf:z) = —In2, aber sin’z —— 0 und 2 — 1 — 0,
=>0 ) w0 a0
folglich wenden wir fiir 2%“_951 noch einmal die Regel von de 1'Hospital an:
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(SiHQ ) 92.sing-cosx 0
7 .

2 1) m2-2° .
x>0
Damit erhélt man (%) — (—In2)-0 =0 und schlieflich
>0
: T sinz _ 0 __
lim (2% —1)™* =¢” = 1.
x>0

7.32 Mit Hilfe der Regeln von de I'Hospital bestimme man folgende Grenzwerte:

(a) lim(sinz)”, (d) lim (1 —sinz)-tanz,

-2 =

. a® —a-" . arcsiny/ “2;712
(B) o e @ —a) () Im —=—— (a>0),
(¢) lim (), (f) lim (sinz)®*.

=7
Lésungshinweis zu Aufgabe 7.32 (a) lim(sinz)” = ¢’ = 1.
x>0

. at — g~ " _ 2a-(Ina)? 1
(b) glclg(l)l—a:—loga(a—a:) ~ 1-a-lna (Ina# 5)'

1
(€) lim (C40)F = chnerind _ g

x—0

(d) lim (1 —sinz)-tanz = lim sinz - lim 8L = (.

=% =75 z—Z ST
y arcsin |/ £=2° 1

e) lim ————=—F=.

©) vl a? — x? Va

(f) lim (sinz)®™* = e = 1.
z—Z

2

Losung zu Aufgabe 7.32

(a) Fiir x > 0 ist (sinz)® = e*™EM®)  Wir berechnen zuniichst den Grenzwert des

Exponenten z-In(sinx), der die Gestalt ,,0-00% besitzt. Es ist

. In(si .
z-In(sinx) = n(sinx) und somit
xr
In(si , cosx
(n(sin/x)) = SE = —x-cosx- - —— 0.
(7) —=5 ST z—0
z x >0

Folglich ist

lim (sinz)” = e’ = 1.
rT—T
>0

(b) Esgilt a* —a™* —— 0, 1 -2 —log,(a —x) —— 0 und somit

z—0 z—0
(a* —a=") _ (lna)?(a®+a"")(a—x) . 2a-(Ina)?
(1—x—log,(a—x)) 1—(a—2z)-Ina z—0 1—a-Ina
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fir Ina # é (anderenfalls 148t sich der Grenzwert so nicht untersuchen).
Folglich ist

. a® —a~ % ~ 2a-(Ina)? 1
alclg(l)l—x—loga(a—x) ~ 1-a-Ina (na a)'

l al xr
ES lst (M R e%'ln( ;b )

2
Wir berechnen zunéchst den Grenzwert des Exponenten:
x x I
(In (=5*)) _a®-Ina+b"-Inbd , Ina+1Inb
()’ a® 4+ b* z—0 2 '

Folglich gilt:
1 1
lim (ax _%_ bw) e _ ei(lna+lnb) _ \/ﬂ

x—0

Fir o # 5 +kr (ke Z) gilt:

(1 —sinz) - tanz = sin z - 1 =51
COS T
Wegen sinz —— 1 wenden wir die Regel nur auf % an. Es ist
=z
2
1—sinx)’
( ,) = CO8% » 0, also
(cosx) sinz 5,z

lim (1 —sinz) - tanz = lim sinz - lim €52 = ().
T=% a1 21 Sing

. 2 _ 2 .
Wegen arcsin % —— 0 und va? — 2?2 —— 0 kann die Regel angewendet
z—0 z—0

<0 x<0
werden, und es gilt:

. \/ﬁ ’ 1 L =2 ) ,
arcsin E— 2_ .2 2_ .2 . -
( a ) _ \/17(1 . 2“'\/% _ Va—a24z2 +a2—22

( fa2 — xz)/ 1,2z T
2 Vaz—a2 Vaz—z2
— 1 1
A /a _ Cl2 + 1‘2 r—a \/(E
z<a
Also
. 2__p2
’ arcsin |/ = 1
1m — = —.
r—a aQ _ IQ \/a

z<a

Fir 0<z<mund #2+knr (k€Z) ist (sinz)n® = etanwinine),
Wir berechnen den Grenzwert des Exponenten. Es ist

. . In(si .
tanz - In(sinx) = sinx - InGinz) - d sing —— 1.
coS T PO
. . . In(sin x)
Wegen In(sinz) —— 0 und cosz —— 0 ist die Regel auf —— anwendbar:
. - R cos T
2 2
(In(sinz))’ _ _ cosx s 0.
(cosz)’ sin’ x ez

Also

lim (sin z)"™"* = & = 1.

TG
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7.33 FEine in einer Umgebung U von a definierte Funktion f heit an der Stelle a 12/7/34/1
lokal monoton wachsend, wenn gilt :
Fir alle z € U mit = < a ist f(z) < f(a) und
fir alle x € U mit > a ist f(z) > f(a).
(a) Zeigen Sie: Ist f in a differenzierbar und f’(a) > 0, so ist f in a lokal
monoton wachsend.
(b) Man zeige durch ein Beispiel, dafl nicht gilt: Ist f’(a) > 0, so existiert eine
Umgebung U von a, in welcher f monoton wéchst.
Losungshinweis zu Aufgabe 7.33 (a) Wegen 0 < f'(a) = lim w

lim und der 12/7/34/2

Definition des Limes existiert
eine Umgebung Uf(a), so daB w >0 fir alle z € U(a).
Hieraus folgt die Behauptung.

5 +2?sin T fiir z # 0,

leistet das Verlangte.
0 fiir x =0

(b) Die Funktion f(z)= {

Losung zu Aufgabe 7.33 12/7/34/3
(a) Nach Voraussetzung ist 0 < f'(a) = lim J@) = Jla),

Aufgrund der Definition des Limes g)gsatierf da?nn eine Umgebung U(a), so dafl
w > 0 fiir alle z € U(a). Damit erhélt man:

(i) Wenn z < a, so f(z)— f(a) <0 und daher f(z)< f(a) fir z € U(a).

(i) Wenn z > a, so f(z) — f(a) > 0 und daher f(z) > f(a) fir z € U(a).

Folglich ist f in U(a) lokal monoton wachsend.
: —|—x2-sin% fir «x # 0,

b) Es sei = {
(b) i) 0 fir x = 0.
f ist an der Stelle x = 0 differenzierbar und es gilt:

z—0 z 2 T a0 2

Folglich ist f'(0) = 1 > 0.

Angenommen, es gibt eine Umgebung U(0), so dal f in U(0) monoton wéchst.

Dann gilt fiir alle z,y € U(0): Wenn z <y, so f(x) < f(y).

Sei k€N, sodaB v = —L - y=_—L— und x,y € U(0). Offenbar ist x < y.
2

2k + 2k — 5
Dann gilt:
< 1 1« 1 1
M) <10 = sy Y e Sae-p @by
2k + 5 2k — 3
<
22k + 3)* T 2(2k — 3)?

= (2k+3)(2k — 5)* < (2k — 3)(2k + 3)*
= 12K+ 3<0 M
Folglich ist f in U(0) nicht monoton wachsend.
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x? (2 + sin %) fiir « # 0,

0 fir x =0
an der Stelle 0 ein lokales Extremum hat, ohne links und rechts von 0 eindeutiges
Monotonieverhalten zu zeigen, d.h., es existiert kein ¢ > 0, so daf§ f in (—¢,0)
und in (0,&) monoton ist.

7.34 Zeigen Sie, dafl die Funktion f mit f(x) = {

Losungshinweis zu Aufgabe 7.34 Offenbar ist f(xz) > 0 fiir alle = # 0. Folglich
besitzt f in 0 ein lokales Minimum.

T rry Wit k€ N gilts f/(z) <0 und f/(y) > 0. Hierans
erhélt man schliefflich die Behauptung.

Fir z, = und y, =

Losung zu Aufgabe 7.34 Es ist f(0) = 0 und [sinl| < 1. Folglich ist f(z) =
(2 + sin i) > 22 > 0 fiir alle x # 0. Daher besitzt f in 0 ein lokales Minimum. Fiir
x # 0 ist

fl(x) =2z-(2+sin 1) —cos L.

Sei € > 0 beliebig. Wir zeigen, dal f in (0,¢) weder monoton wichst noch monoton

fallt. Sei k € N, xp = ﬁ, Yp = m und k so grof, dafl 0 < zp <y < €.
Dann ist
sin L =sinl =0 und cost =1, cost =—1.
T Yk Tk Yk

Daraus folgt
/ _ 4 / _ 4
flak) =5-—1<0 und f(yk)—7(2k+1)7r+1>0.

Aufgrund der Stetigkeit von f’ in (0,¢) gibt es eine Umgebung U’(xy) C (0,¢), so
daB f’ dort negativ und eine Umgebung U”(yx) C (0,¢), so dal f" dort positiv ist
(vel. 6/3/11), d.h., f ist in (0,e) weder monoton wachsend noch monoton fallend.
Analog behandelt man (—¢,0).

7.35 Beweisen Sie die folgende Aussage (,,Schrankensatz“):
Es sei f in einem Intervall I differenzierbar; es sei m eine untere und M eine
obere Schranke fiir den Anstieg einer beliebigen Tangente an f in I. Dann liegt
auch der Anstieg einer beliebigen Sekante in [ zwischen m und M.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.35 Den Beweis fiihrt man leicht mit Hilfe des 1.
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.

Losung zu Aufgabe 7.25 Nach Voraussetzung ist f in [ differenzierbar und m <
fl(x) < M fir alle x € I. Selen x,y € I mit x # y. Der Anstieg der Sekante

() = fy)
=Y

(beziiglich z,y) ist gegeben durch ! - . Aufgrund des 1. Mittelwertsatzes der

(z) — f(y) _ f/(Z)

Differentialrechnung gibt es ein z zwischen z und y, so dafl / pr—
Folglich gilt auch
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mgf/(Z)ZWSM fir alle z,y € I, © # .

7.36 Das Maximum einer in einem Intervall I = [a,b] definierten Funktion f kénnte
man niherungsweise wie folgt bestimmen:
Man unterteilt I in gleich lange Teilintervalle, berechnet die Funktionswerte an
allen Teilungspunkten und sucht sich den grofiten Funktionswert heraus.
(a) Esseinun f in I differenzierbar und |f'(z)| < ¢ fiir alle x € I. Man schitze
den Fehler ab, den man bei der oben beschriebenen Methode begeht.

(b) Wie fein miifite man bei der Berechnung des Maximums der Funktion f mit
f(z) = sin(lnx) 4+ cos3z im Intervall [m, 27| die Unterteilung wihlen, um
sicher zu sein, dafl das berechnete Maximum hochstens um 0,01 vom tatséachli-
chen abweicht?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.36 (a) Der Fehler betrdgt hochstens c-b_T“.
(b) Wihlt man a =ay < a; < -+ < a, =b mit a;41 = b_T“(2+ 1) und
0 <17 < n, dann leistet n = 1048 das Verlangte.
Losung zu Aufgabe 7.36
(a) Wir zerlegen das Intervall I = [a,b] durch a = ap < a1 < ... < a, = b in

Teilintervalle I; = [a;,a;41], 0 < i < n, so daB a;41 = ap + b;a'(i + 1). Die

Lénge jedes Teilintervalls betragt dann b; @ Das (durch die oben beschriebene
Methode) ndherungsweise bestimmte Maximum M, ist gegeben durch

Mn = max{f(ao), f(al)a cee 7f(an)}
Sei nun x € [;, r einer der beiden Randpunkte von I; mit z # r. Nach dem 1.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt:
f(@) = () _

r—r
@) = f()] = |f )| e = v < e 2=
Der Fehler bei der obigen Methode betriagt also hochstens ¢ -

f'(z) fiir ein z zwischen z und r, also

b—a

(b) Esist f'(x)= % -cos(Ilnz) — 3-sin3x und somit
If'(z)] < |%|] cos(Inx)| + 3| sin 3z|
<1 43<10 fir 2 € [n 2n].
s 3

Nach Aufgabe (a) ist der Fehler hochstens % b — @, Wir suchen jetzt ein n, so

daB % . b;a < ﬁ, d.h. 1%& -m <n; n= 1048 leistet das Verlangte.

7.37 Die Zahl 8 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, dafl die Summe der Kuben
dieser Summanden am kleinsten ist.
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Losungshinweis zu Aufgabe 7.37 8 = 2 +y mit x = 4 und y = 4 leistet das
Verlangte.

Losung zu Aufgabe 7.37 Nach Voraussetzung ist x +y = 8 mit z,y € R und der
Nebenbedingung, da 23+ 4% minimal wird. Es ist y = 8 —z. Wir suchen ein globales
Minimum von

flx)=a3+y> =23+ (8 — )3
Dazu untersuchen wir f zunéchst auf lokale Extrema. Es ist

() =—48(4 —x), f"(x) =48 und somit

f(£)=0 <= =4 und [f"(4) > 0.
Folglich besitzt f an der Stelle = 4 ein lokales Minimum. L&t man als Definitionsbe-
reich von f ganz R zu, so ist offenbar das lokale Minimum auch das globale. Schrankt
man den Definitinosbereich auf [0,8] ein, dann mufl f(4) = 2-4% mit f(0) = f(8) = &°

verglichen werden. Dies zeigt, da8 auch in diesem Fall f an der Stelle xz =4, (y = 4)
ein globales Minimum besitzt.

7.38 Welche positive Zahl ergibt bei Addition ihrer Reziproken die kleinste Summe ?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.38 x = 1 ist die gesuchte Zahl.

Losung zu Aufgabe 7.38 Sei f(z) = = +% mit = > 0. Wir suchen ein globales

Minimum von f in (0,00). Dazu untersuchen wir f auf lokale Extrema und bilden die
Ableitungen von f:

fl(x)y=1- # und  f(z) = 2.

€T
Es ist
fl(z)=0 <= z==+1 und f"(1)=2>0, f'(-1)=-2<0.

Folglich besitzt f an der Stelle z = 1 ein lokales Minimum, welches gleichzeitig globales
Minimum von f ist (die Randpunkte von D(f) gehoren nicht zu D(f)).

7.39 Welche Liange mufl die Grundseite eines regulédren dreieckigen Prismas mit gege-
benem Volumen haben, damit die Oberfliche minimal wird?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.39 Ist V' das Volumen des Prismas, so ist die Lénge
der Grundlinie des Prismas durch +v/4V gegeben.

Losung zu Aufgabe 7.39 Es sei = die Lé’mge2der Grundlinie und A die Hohe des
Prismas. Das (gegebene) Volumen betrégt V = Z--h- V3 (mit 2 > 0, dasonst V =0
fiir x = 0) und die Oberflache ist gegeben durch O = § 22 +3xh. Wegen h = 47‘% . #

ist
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3
Ow) =% wa? + 12 .
Wir suchen ein globales Minimum von O. Dazu untersuchen wir O zunéchst auf lokale
Extrema. Es ist

O'(x)=V3-2—
Weiterhin gilt:
O'(z) =0 <= z = V4V und somit

O"(V4aV) = % > 0.

Folglich besitzt O an der Stelle z = v/4V ein lokales Minimum, das gleichzeitig globales
Minimum ist (da die Randpunkte von D(O) nicht zu D(O) gehoren).

12V 1 Mgy — 24V 1
N und O"(z) \/§+ﬁ 5

7.40 Ein oben offenes zylindrisches Gefafi mit kreisformiger Grundfliche soll ein vor- 12/7/41/1
geschriebenes Volumen V besitzen. Der Herstellungspreis fiir 1m? Mantelfliiche
betrage a, derjenige fiir 1m? Grundfliche betrage b, (a,b > 0).
Welche Abmessungen mufl das Gefafi haben, damit die Herstellungskosten moglichst
gering sind?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.40 Die Abmessungen des Gefiafles betragen: r = 3 % 12/7/41/2
und h=—>Y— wobei r den Radius und h die Hohe bezeichnen.

m (52

Lésung zu Aufgabe 7.40 Es sei r der Radius und h die Hohe des Gefafles. Dann 12/7/41/3
ist V = r2?zh das gegebene Volumen und h = % Somit entstehen Materialkosten in
Y
Hohe von
K(r) = 2rrha + r’rb = @ + brr?.
Es ist

K'(r) = =28/ 4 2bmr, K"(r) = 4%/ 4 2bm, also

K’(T) =0 << = % und somit r = \3/%7

Weiterhin gilt:

K"({/%) = 6br > 0,

Folglich besitzt K an der Stelle r = ,3/% ein lokales Minimum. Wegen D(K) = [0, c0)

und K(0) =0 ist das lokale Minimum auch das globale. Die Abmessungen des Gefafies
sind gegeben durch

Tzﬁ/%—v und h=—Y .
" RTIE
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7.41 Von allen Quadern mit quadratischer Grundfléiche, fiir die das Verhéltnis von Volu- 12/7/42/1
men zur Oberflache einen gegebenen Wert besitzt, soll derjenige bestimmt werden,
fiir den der Mantel moglichst klein wird.

Loésungshinweis zu Aufgabe 7.41 Es seien V, O, M das Volumen, die Oberfliche 12/7/42/2
bzw. der Mantel des jeweiligen Quaders. Weiterhin sei x die Lénge einer Seite der
Grundfliche und A die Hohe des Quaders. Dann ist M = 4-xh. Damit leistet = = 8-%

das Verlangte.

Losung zu Aufgabe 7.41 Sei x die Lange einer Seite der Grundfliche und h die 12/7/42/3
Hohe des Quaders. Volumen, Oberfliche und Mantel des Quaders sind gegeben durch

V=a%h, O=22*+4xh, M =4zh.

sV xh i — _2cx ;
Es sei AR TE T ¢ >0, dannist h = =0 und somit

M(IL‘):M x # 4.

T —4c’

.. o .. V _ . A4ch . 2 |
(Fir = 4c erhélt man aus 4§ =c= Soo g leicht 2¢2 =0 'A/. )

Wir suchen ein globales Minimum von M. Dazu untersuchen wir M auf lokale Extrema.

Es ist
_ 8cx(x — 8¢)

M'(z) = @ dcP und M’ (z) = 162

(z — 4¢)3
Weiterhin gilt:
M'(z)=0 < =0 oder = =38c.
x = 0 scheidet als Losung aus, es bleibt z = 8¢ zu betrachten.

" __16%¢  _
M'(8¢) = (1645 =4>0.

Folglich besitzt M an der Stelle x = 8c ein lokales Minimum, das gleichzeitig globales
Minimum ist.

7.42 Einem geraden Kreiskegel mit dem Ra- 12/7/43/1
dius r und der Héhe h soll ein gera-
der Kreiszylinder einbeschrieben werden
(vgl. Zeichnung). h

Welche Abmessungen mufl der Kreis-
zylinder haben, damit sein Volumen

moglichst grofl wird. — r —
Losungshinweis zu Aufgabe 7.42 Der Radius des Kreiszylinders betragt %r und 12/7/43/2
seine Hohe %-h.

Losung zu Aufgabe 7.42 Es sei x der Radius und y die Hohe des einbeschriebenen 12/7/43/3
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Zylinders. Sein Volumen betrigt V = z?ry. Der Punkt (x,y), der die obere rechte Ecke
des Zylinders (in der Seitenansicht — vgl. Zeichnung) markiert, geniigt der Gleichung
Y= —% -z + h.

Folglich ist

V(e) = a*n(= -z +h) = =T-2% 4 hra?.

Wir suchen ein globales Maximum von V. Dazu untersuchen wir V' auf lokale Extrema.
Es ist

V'(z) = hra- (2 — %x) und V"(z) = 2hw-(1 — %m)
Weiterhin gilt:

V'(z) =0 <= =0 oder :c:%-'r und

V"(0) = 2hr >0, V"(2-r)=—2hmw <0.

Fir z = %-r besitzt V' ein lokales Maximum, das gleichzeitig globales Maximum von V'

ist, denn V(0) = V(r) =0 und V(3-r) = 47“22;Th > 0.0 Die Hohe des Zylinders betrégt

y:%h.

7.43 n und k seien gegebene ganze Zahlen. Fiir welche Werte von n und k 148t sich 12/7/44/1
n in eine Summe von zwei ganzen Zahlen x,y zerlegen, so dafl beziiglich aller
Zerlegungen n = z +y der Ausdruck z¥ 4+ y* einen moglichst kleinen Wert
besitzt?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.43 Sei n =x +y, also y =n — x. 12/7/44/2

1. Fall: n=0. Fiir k£ =0 realisiert jedes = # 0 das globale Minimum.
Sei jetzt k # 0. Fiir gerade k realisiert © =y = 0 und fiir ungerade k jede Zerlegung
das globale Minimum.

2. Fall: n#0. Fur k € {0,1} realisiert jede Zerlegung n = x +y mit x,y # 0 das
globale Minimum.
Fir k ¢ {0,1} und gerade n realisiert x =y = % das globale Minimum.

Fiir ungerade n existiert keine Losung.

Losung zu Aufgabe 7.43 Wegen n =z +y ist y = n — x. Wir suchen ein globales 12/7/44/3
Minimum von
flx) = 2" +o% = 2F + (n — 2)~.
Da ,,0°¢ nicht definiert ist, erscheint eine Fallunterscheidung hilfreich.
(i) Sei n=0, also y = —z und somit f(z) = z* + (—z)".
Fiir £ =0 scheidet der Fall z =0 (als zuléssige Zerlegung) aus.
Fir x # 0 ist f(x) =2, d.h., jede Zerlegung 0 = x — z mit x # 0 realisiert das
globale Minimum.
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7.44

Sei jetzt k # 0. Ist k ungerade, so ist f(x) = 2% — ¥ = 0. Damit realisiert jede
Zerlegung das globale Minimum. Ist & gerade, so ist f(x) = 2z*. Folglich realisiert
x =1y =0 das globale Minimum.

Es sei jetzt n # 0.

Fiir k=0 ist f(z) = 2°+ (n—2)°. Damit scheiden die Zerlegungen = =0, y =n
und x =n, y =0 aus. Fiir y =n —2 und z,y # 0 ist f konstant. Folglich
realisiert jede solche Zerlegung das globale Minimum.

Fir £ =1 ist f(z) = n; somit realisiert jede Zerlegung das globale Minimum.
Es bleiben jetzt noch die Félle n # 0 und k # 0, k # 1 zu betrachten. Hierzu
untersuchen wir f(x) = 2* 4+ (n — )" auf lokale Extrema. Es ist

f(x) = k(xk_l —(n— a:)k_l) und  f"(z) = k(k — 1)(xk_2 + (n — x)k_2>.

Weiterhin ist 1
1:(@—1) : falls z £ 0,
fllz)=0 <= "'=n-2)f"! = v
0=n"1%0 M falsz=0.

Also 1 = % — 1 und somit z = % Fiir gerades k — 1 entsteht noch die Losung
1 =—(2 —1) und somit n = 0; dieser Fall ist aber ausgeschlossen. Als einzige

Losung bleibt x = %

k—2
18y =2k(k—1)(2)" .
Hieraus ergeben sich folgende Schlufifolgerungen:

Wegen © € Z mufl n gerade sein. Da k # 0, & # 1 und k € Z ist, gilt
k(k —1) > 0. Folglich ist fir n >0 stets f"(%) > 0.

Fiir gerade n > 0 realisiert x = % und y=n—x = % das globale Minimum.

Sei jetzt n <0 (n gerade). Dann ist f”(§) > 0 fiir gerade k und f"(§) < 0 fiir
ungerade k. Folglich realisiert x = 2, y = % das globale Minimum. Fiir ungerade
n existiert keine Losung.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist eine Gerade durch den Punkt (1,2)
so zu legen, daf} sie mit den positiven Koordinatenachsen ein Dreieck mit moglichst
kleinem Flécheninhalt einschlief3t.

Geben Sie die Gleichung der Geraden an.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.43 Sei n =x +y, also y =n — x.

1. Fall: n=0. Fiir k£ =0 realisiert jedes = # 0 das globale Minimum.
Sei jetzt k # 0. Fiir gerade k realisiert © =y = 0 und fiir ungerade k jede Zerlegung
das globale Minimum.

2. Fall: n#0. Fur k € {0,1} realisiert jede Zerlegung n = x +y mit x,y # 0 das
globale Minimum.
Fir k ¢ {0,1} und gerade n realisiert z =y = % das globale Minimum.

Fiir ungerade n existiert keine Losung.
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Losung zu Aufgabe 7.43 Die durch (1,2) gehende Gerade schneide die z-Achse im 12/7/45/3
Punkt (a,0) und die y-Achse im Punkt (0,b). Die Gleichung der Geraden ist dann

gegeben durch y = —g -x + b und der Flacheninhalt des entstehenden Dreiecks durch

2a
a—1"

F = %b. Aus der Geradengleichung erhélt man fiir = 1 und y = 2: b =
Folglich ist

F=F(a)=_%.

Weiterhin ist

p@:é{$1m1W@: 2

und somit
f'(a) =0 <= a=0 oder a =2.

a = 0 scheidet als Losung offenbar aus. Es ist f”(2) =2 > 0. Folglich besitzt F
an der Stelle a = 2 ein lokales Minimum, das gleichzeitig globales Minimum ist.

Aus b= a2_‘11 folgt: b=4.

Die Gleichung der Geraden ist gegeben durch y = —2x + 4.

7.45 In eine gegebene Halbkugel vom Radius R soll ein gerader Kegel einbeschrieben 12/7/46/1
werden, dessen Spitze im Mittelpunkt der Grundfliche der Halbkugel liegt.
Wie sind die Abmessungen des Kegels zu wéhlen, so dafl sein Volumen méglichst
grofl wird?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.45 Der Radius des Kegels sei » und seine Hohe h. 12/7/46/2
Das Volumen des Kegels besitzt fiir h = % und r = \/g R ein globales Maximum.

Losung zu Aufgabe 7.45 Der Radius des Kegels sei » und seine Hohe h. Dann gilt 12/7/46/3
offenbar R? = r? + h? und somit r? = R* — h?. Das Volumen des Kegels betrigt

V = %'TQh und somit

V =V(h)=T-(R?h - 1?).

Wir suchen ein globales Maximum von V. Dazu untersuchen wir V' zunéchst auf lokale
Extrema. Es ist

V'(h) = T-(R*—3h?) und V"(h)= —27h.

.
3
Weiterhin gilt:

"R — _ LR
Vi(h) =0 < h i\/g'

Der negative Wert von h scheidet offenbar als Losung aus. Es geniigt also h = % zZu
betrachten. Es gilt:

V(L&) = —% <0.

132



[0, h]

f ) )
0=V(h)

miissen zur Untersuchung eines globalen Maximums noch die Werte V/(0)
beriicksichtigt werden. Da

V(L) = = (% - %) gﬂff, > V(0) = V(h)

besitzt f an der Stelle h = 7 auch ein globales Maximum.

Folglich besitzt V' an der Stelle h = “= ein lokales Maximum. Wegen D(V

Die Abmessungen des Kegels sind gegeben durch

_ R _ — /2,
h—% und r—\/R2—h2—\/;R.

7.46 Beim Kugelstoflen ist die Wurfweite 12/7/47/1

w(a) = v cosa sin a + \/m
g

Dabei ist o der Abwurfwinkel, v die Abwurfgeschwindigkeit, h die Abwurthéhe

(sie betrigt etwa % der Korperhohe).

Fiir welchen Winkel « ist die Wurfweite am grofiten?
Zahlenbeispiel: h=2m, v=11", ¢g=9,87

1
vV2+a

Losungshinweis zu Aufgabe 7.46 Es ist w'(a) =0 <= « = arcsin ( + ) 12/7/47/2

Der negative Wert scheidet aus praktischen Griinden aus.

w”(a) =b- l—?sina(cosog—{— %) +

2.4/sina+a

=51
\/f sin? o cos? o
cos2a - Vsin“ o + g — AL C
. ) v/ sin? ata
cosa | —2sina —y/sin“ o +a + —5
j/r—’ T sin“ o+ a
= =S5
=S5

Man zeigt: w”(a) < 0; folglich besitzt f an der Stelle a ~ 0,6561 oder « ~ 41° ein
(globales) Maximum. (Die Losung der Aufgabe ist technisch recht aufwendig. )

Losung zu Aufgabe 7.46 Abkiirzend setzen wir a := 290 ynd b : %2

U2
a,b# 0). Dann ist

w(a) = bcosa(sina—i— \/sin2a+a).

Wir suchen ein globales Maximum von w. Dazu untersuchen wir w auf lokale Extrema
in dem Bereich 0 < o < % (die ibrigen Werte von « scheiden aus praktischen Griinden

(offenbar sind 12/7/47/3

als Losung aus). Es ist
w'(a) =b-| —sina(sina + \/sin?a + a )+ cosaf cosa + -Sihacosa
(@)= b~ sna( s+ VPa 0} csa(osa+ amome )]

und
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w'(a) =0 <= y/sin?a+a- (1 —2sin’a) =sina(2sin*a+a — 1)

2 o « 2 _ 1
= (2+a)sin“a=1=sin =5

— sina = +

1 -+ |4
vV2+a V2(v? + gh)

:>a:arcsin(i \/21ﬂ) (%)

Der negative Wert von « liegt nicht im Definitionsbereich, folglich ist a =~ 0,6561 oder
a = 41°.

Wir testen das Vorzeichen der 2. Ableitung an dieser Stelle. Es ist

w" (o) =b- [—QSina(cosa—i— %) +

2.4v/sina+a

=51

- e
cos 2 - Vsin? a + q — Siiacosta
Cosa<
=r

9w N ) y/sin? a+a
2sina —y\/sin“ o+ a + >]

=S5

sin2a+a

:=S3
Wegen 0 < a < T ist offenbar S; < 0, » > 0 und somit Sy < 0. Es bleibt noch
nachzuweisen, dafl auch S3 < 0.

Um uns die Schreibarbeit zu erleichtern, setzen wir ¢ := vsin®a +a (> 0). Dann ist

wegen cos2a = 1 — 2sin?a und cos’a =1 —sin’a:

ol

2 2

. sin“ o - (1 — sin” «
ng—c—i-c%((l—Zsta)-c— (C ))

= c%(—@‘*—}—(l —2sin®a)-¢? — sin® a-(1 —sin2a)).

=Sy
Wegen % > ( geniigt es nachzuweisen, da8 S, < 0. Aufgrund von (%) ist sin® a = H%
C
und somit
2 .9 1 . (a+1)2
c® =sin a+a—m+a—w, also
_ (et 2 V. (@+1)* 4 1
S1= (a+2)2+(1 a+2) a+2 a+2(1 a+2)
- _(a+12)2(<a+ ' —a(a+1)*+ (a+1))
— _(;jzl)Q(a?’ + 24 +2a +2) < 0.

Folglich besitzt f an der Stelle a ein lokales Maximum, das gleichzeitig globales Ma-
ximum ist.

7.47 Ein Gefifl mit senkrechter Wandqu stehe auf einer horizontalen Ebene. Seine Hohe 12/7/48/1
sei h. Aus einer (waagerechten) Offnung in der Gefalwand dringe ein Fliissigkeits-
strahl.
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Man bestimme die Lage der Offnung, fiir die der Strahl die groBte Weite erzielt,
wenn die Geschwindigkeit der ausstromenden Fliissigkeit nach dem Gesetz von
TORRICELLI gleich /2gz ist, wobei z die Hohe der Offnung unter dem Fliissig-
keitsspiegel angibt.

Losungshinweis zu Aufgabe 7.47 Durch % ist die Hohe der Offnung in der GefiBwand 12/7/48/2
iiber der Ebene gegeben.

Losung zu Aufgabe 7.47 Sei u die Austrittshohe des Strahls aus der Gefifiwand, 12/7/48/3
also = h —u. Dann ist die Austrittsgeschwindigkeit v = /2g(h — u).

Die Wurfparabel (waagerechter Wurf in einem z-y-Koordinatensystem) ist gegeben

durch y = —%-mz. Fir y = —u trifft der Strahl offenbar auf die horizontale Ebene
v

auf. Daraus ergibt sich die Weite x des Strahls wie folgt:

2
_u:_%.ﬁ — x2:2%24(hu—u2), also
v

r=x(u) =2V hu — u?.

Wir suchen ein globales Maximum von z(u). Dazu untersuchen wir x(u) auf lokale
Extrema. Es ist

/ _ h—2u
x(u) - Vhu—u?’

oo —4(hu—u?) — (h —2u)?
(u) = 2/ (hu — u?)3

und

8

() =0 < u:%.
Weiterhin ist

m(h\ _ —h? _ 4

P(E) = __ag

2 iy
Folglich besitzt x(u) an der Stelle u = % ein lokales Maximum der Gréfle « %) =

h.
Der Definitionsbereich von v(u) ist [0, h]. Vergleicht man x(%) mit z(0) =0 = z(h),

so ergibt sich, daB = an der Stelle % ein globales Maximum besitzt.

7.48 Von einem Kanal der Breite a gehe unter einem rechten Winkel ein anderer Kanal 12/7/49/1
mit der Breite b aus. Die Wande der Kanéle seien geradlinig.
Wie lang darf ein Balken (dessen Breite unberiicksichtigt bleibt) hochstens sein,
der von einem Kanal in den anderen geflo§t werden soll?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.48 Es sei 1y = vb2-a+a (ug ist die kritische Stelle 12/7/49/2
der Funktion, von der die Lidnge des Balkens abhéngt.)

Die maximale Lénge des Balkens betrigt UOUE =/ (uo — a)? + b2,
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Losung zu Aufgabe 7.48

AN mit den zugehorigen B
v AN bzw. b und die moglicher
\ .
\ der Balken, die von dem
\
TN den anderen Kanal geflof3
b3 N~ - sollen.
: \\ T~ =~
| N =~ < -
1 N - -
a U

Der langste Balken, der gefloit werden kann, werde durch die Strecke A zwischen (u,0)
und (0,v) dargestellt. Die Gleichung der Geraden durch die Punkte (u,0), (0,v) (auf
der auch (a,b) liegen soll) ist gegeben durch y = —2-z+v. Da (a,b) auf der Geraden

liegt, erhélt man

b:

—Y.g+v undsomit v= —bu_,
u u—a

Die Léange des Balkens betragt

b2u?

l(u) = Vu? + 0% = u2+(u oF =

Der langste noch zu flofende Balken wird durch das globale Minimum (vgl. Zeichnung)
von I(u) gegeben. Wir bilden

Qu + 2b%u(u—a)—2b%u?

ey
U(u) = 2 =

Es ist
I'(u) =0 < u=0 oder u= Vb +a.
u = 0 scheidet als Losung offenbar aus; es bleibt u = ug = v/b2a+a zu beriicksichtigen.

Da die 2. Ableitung relativ kompliziert zu handhaben ist, benutzen wir zum Nachweis
eines Minimums andere Hilfsmittel.

Wir zeigen: In einer linksseitigen bzw. rechtsseitigen Umgebung von ug ist [(u) streng
monoton fallend bzw. wachsend. Aufgrund ihrer Stetigkeit besitzt die Funktion [(u) an
der Stelle ug dann ein lokales Minimum.

Sei 0 < & < min{1, Vb2a}.

1. Fall: uw=ug+e.

Dann ist u —a = v/b%a +¢ > 0, also auch (u —a)® > 0 und somit (u —a)*-A > 0.
Wegen (u—a)®— b*a = (\3/ b2a + 6)3 —b%*a >0 ist auch !'(u) > 0. Folglich ist I(u) in

einer rechtsseitigen Umgebung von wu streng monoton wachsend.
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2. Fall: u=wuy—e.
Dann ist u —a = Vb?a —e > 0, also auch (u—a)® > 0 und somit (u —a)3-A > 0.
Wegen

(u—a)® - b*a = (\3/%—5)3 — ba
= —3-<\3/%)2-5+3-m-52 — &3
= —8(3-m(m—s)+52) <0

ist [(u) in einer linksseitigen Umgebung von ug streng monoton fallend. Damit erweist
sich I(ug) schlieBlich auch als globales Minimum von [ mit der Grofie

l(ug) = —20— -/ (ug — a)? + b2.

ugp — a

7.49 Essei t:={(t,t*) e R:t € R}.
Bestimmen Sie den Punkt von €, der dem Punkt (6,3) € IR am néchsten liegt
(falls ein solcher existiert).

Losungshinweis zu Aufgabe 7.49 Der minimale Abstand betragt /17.

Lésung zu Aufgabe 7.49 Der Abstand A(t) der Punkte (¢,¢2) und (6,3) betrigt
At) = \/(t —6)2 4+ (t2 — 3)2.  Wir suchen ein globales Minimum von A(t). Dazu un-
tersuchen wir A(t) zunéchst auf lokale Extrema. Es ist

/ _ 2t — 5t — 6
A0 = T e W
N g rose?
A'(t) = (6 —5)VE— 67+ (& - 3 V/(t=6)2+(#2—3)?

(t—6)*+ (t* —3)?
Es ist
At) =0 < 23 -5t —6=0.
Eine Losung t = 2 l#ft sich erraten. Division von 2t — 5t — 6 durch t — 2 ergibt das

quadratische Polynom 2t*+4t+3, das keine (reelle) Nullstelle besitzt. Folglich ist ¢ = 2
einzige Nullstelle von A’(t). Es gilt:

A(2) = VT - g,

Damit besitzt A(t) an der Stelle ¢ = 2 ein lokales Minimum, das gleichzeitig globales
Minimum ist, und es gilt: A(2) = V/17.

12/7/50/1

12/7/50/2

12/7/50/3

7.50 Eine zylinderformige Blechbiichse mit einem Liter Inhalt soll mit moglichst wenig 12/7/51/1

Materialaufwand hergestellt werden (Oberfliche minimal).
Geben Sie die Abmessungen einer solchen Biichse an.
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Loésungshinweis zu Aufgabe 7.50 Es sei r» der Radius und h die Hohe der Blechbiichse. 12/7/51/2
Durch r = - und h= % sind die Abmessungen der Biichse gegeben.

vor r

Loésung zu Aufgabe 7.50 Es sei r der Radius und h die Hohe der Blechbiichse. Die 12/7/51/3

Oberfliche betriigt dann O = 2?7 + 2rrh und das Volumen V = r?rh = 1. Hieraus

1aBt sich h in Abhéngigkeit von r bestimmen: h = % Damit erhélt man
wr

O =0(r) =2mr* + %

Wir suchen ein globales Minimum von O. Dazu untersuchen wir O(r) zunédchst auf
lokale Extrema. Es ist

O'(r) = 4mr — T% und  O"(r) = 4r + %

Dann gilt:

O(r)=0 < 7“3:# = 7":\3/127 und

1 _ 4

Folglich besitzt O an der Stelle r = \3/% ein lokales Minimum, das gleichzeitig globales
m
3/ 2
Minimum ist. Mit h = % _ 72:r) erhélt man auch die Hohe der Biichse. Offenbar
s

; 1 1 _ 1 : — :
ist 7 =75 und O(ﬁ) = QW.ﬁ +2- V21 =3-v/2r.

7.51 Die Magnetisierungskurve von Eisen ist nach KOEPPEL durch B = e gegeben 12/7/52/1
(H ist die magnetische Feldstéirke, B die Induktion, a,b sind Konstanten).
Fiir welchen Wert von H hat die Permeabilitiat p = % einen grofiten bzw. klein-

sten Wert?

Losungshinweis zu Aufgabe 7.51 Fiir a = 0 besitzt p = u(H) kein Extremum. 12/7/52/2

Sei nun a # 0.
Fir b=0 und a <0 bzw. a > 0 besitzt p(H) an der Stelle H = a (einzige kritische
Stelle) ein lokales Maximum bzw. Minimum (dies sind auch gleichzeitig globale Extrema).

Sei jetzt a # 0 und b # 0.
Fiir b > % besitzt p(H) kein Extremum.

Sei nun b < i Die kritischen Stellen sind

_ a . _ _ _ — _a . — —
Hi=35-(1-20-VI—45), Ho=%-(1-2+V1—4).
Fir a > 0 besitzt pu(H) in H; ein lokales Minimum und in H, ein lokales Maximum.
Fiir a < 0 kehren sich die Verhéltnisse um.

Offenbar besitzt p(H) kein globales Extremum.
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Losung zu Aufgabe 7.51 Wir suchen Extrema von u(H) = wobei B = etw%, 12/7/52/3

-5
D(p) = R\{0,—%} (falls b # 0) und a,b nicht beide null sind.

Wenn a =0, so u(H) =
Von nun an sei a # 0.
Ist b=0, so D(p) = R\{0} und wu(H) =

%-e%. Folglich besitzt p(H) kein Extremum.

% .e'a . Weiterhin ist
(H) = o 1. (1_ 1 "(H)=ew-Lo (24 -2 41
iy =t g (Lo ) und g = et (2 - 24 1),

Folglich ist
W(H)=0 < H=a und p"(H)= 5

Fiir a < 0 ist p"(a) < @ und somit u(a) ein lokales Maximum; fiir a > 0 ist u”(a) >0
und somit u(a) ein lokales Minimum. Offenbar sind dies auch globale Extrema.

Sei jetzt stets b # 0 (also a # 0 und b # 0). Dann ist

a 1

M,(H):B‘(m—ﬁ)

:—m-(—aH+(a+bH)2>
—m

und

[(H)=0 < p(H)=0 < H:Q%-(l—%i\/l—%).

Fir b > i besitzt u/(H) keine (reelle) Nullstelle und damit auch kein (lokales oder
globales) Extremum.
Sei jetzt b < i.

Da der Umgang mit der 2. Ableitung von u relativ kompliziert ist, benutzen wir zum
Nachweis lokaler Extrema andere Hilfsmittel.

Wegen p/(H) = f(H)-p(H) und f(H) <0 fur alle H héngt das Vorzeichen von u/'(H)
nur von p(H) ab. Es seien

H, L-(l—Qb—\/l—élb) und HQZL-<1—2b+\/1—4b).

~ o 202
Wenn b = i, so Hy = Hy =4a und p(H) >0 firalle H und p(H) =0 < H = 4a.

Folglich ist p(H) im gesamten Definitionsbereich streng monoton fallend (die Vorzeichen
von u'(H) und p(H) sind entgegengesetzt), besitzt also kein Extremum.

Es bleibt b < i zu betrachten.

Fir a > 0 ist 0 < Hy < Hy und fiir a < 0 ist Hy < H; < 0. Durch eine einfache

Abschétzung zeigt man, dafl —% (Definitionsliicke von p(H) ) nicht zwischen H; und Ho
liegt.

Sei zunéchst a > 0. Dann ist offenbar p(H) in einer linksseitigen Umgebung U;(H;)
positiv und in einer rechtsseitigen Umgebung U,.(H;) negativ. Folglich ist u(H) in
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Ui(H,y) streng monoton fallend und in U,.(H;) streng monoton wachsend. pu(H) besitzt
also an der Stelle H; ein lokales Minimum. Analog zeigt man, dafl u(H) an der Stelle
H, ein lokales Maximum besitzt. Wegen

in H 1 1 _H
}}_}0 /JJ( ) :()O, hh—lg)lolu(H):O und /,[,(Iil) :E.ea-‘rle >O
H>0

hat p(H) kein globales Extremum.

Fiir a <0 besitzt u(H) (analog wie oben) an der Stelle H; ein lokales Maximum und
an der Stelle Hy ein lokales Minimum. Wegen

H _Hy
}}LI}) lj,( ) = —00, hll)IEIOOM(H) = 0 und M(Hl) = H%.ea-‘rle < 0
H<O0

hat p(H) kein globales Extremum.
12.8 Differentialrechnung (mehrere Verinderliche)

8.1 Essei g:R— IR? und f: R? — R. 12/8/1/1
Man bilde (mit Hilfe der Kettenregel) die Ableitung von fog, wobei:

(a) f(z,y) =sin(zy), g(t) = (t,1%).
(b) flz,y) =zsin(zy), g(t) = (*, In(t*> +1)).

Lésungshinweis zu Aufgabe 8.1 (a) (fog)'(t) = 3t?-cos(t3). 12/8/1/2
(b) (fog)(t) =2t-sin(t*In(t> +1)) + (2t3-ln(t2 +1) + t22t+51> - cos(t?-In(t? + 1)).
Losung zu Aufgabe 8.1 Nach der Kettenregel (vgl. 8/1/32) gilt: 12/8/1/3

(fog)'(t) = f'(g(t)-g'(t) = fulg(t))-91(t) + fy(g(t))-g5(t).

(a) Fiir f(x,y) = sin(zy) und g(t) = (,¢*) = (g1(t), g2(t)) silt:
fulwy) = cos(zy)y, fy(,y) = cos(y)-w und ¢h() = 1, gh(t) = 2t
Also
(fog)'(t) = cos(t?)-t? + cos(t3)-t-2t = 3t?-cos(t?).

(b) Fiir f(z,y) = z-sin(zy) wnd g(t) = (2, + 1) = (g1(t), ga(0)) gilt
fo(z,y) = sin(zy) + zy-cos(xy), fy(x,y) = 2?
G0 =28, (1) = 2
Folglich ist
(fog)(t) = [sin(¢t*-In(t* + 1)) + ¢*-In(¢* + 1)-cos(¢*-In(t* + 1))]-2t

4. 2, 2 L2t
+t*-cos(t?-In(t* + 1)) P

= 2t-sin(t2In(t? + 1)) + (26> In(2 + 1) + tff 1) ccos(t2-In(t2 + 1)).

cos(ry) und
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8.2 Bestimmen Sie die (totale) Ableitung der folgenden Funktionen: 12/8/2/1
() flwy)=sin@+y7),  (¢) f(&,y)=arctanZ,

(b) f(z,y) =Intan2, (@) f(,y,2) = VAT T

Lésungshinweis zu Aufgabe 8.2 (a) f'(z,y) = (cos(.:z:2 +y?)-2x, cos(x? + y2)-2y). 12/8/2/2

/ _ 1 -z )
(b) fi(z,y) (y-sin%-cos%’ yQ-Sin%-cosﬁ '

(c) fl(z,y) = (xQ—?&J—yQ’ xz__i_xyz)'

! = 1 (z,v, 2).
(d) f(JC,y,Z)—W (7,9, 2)

Losung zu Aufgabe 8.2 Sei T = (z1,...,2,), dann ist f'(T) = (f2,(T), ..., [, (T)). 12/8/2/3
(a) Fiir f(z,y) = sin(z? 4 y?) ist

f(z,y) = (COS(:I:2 + y?)-2z, cos(z? + y2)-2y>.
(b) Fir f(z,y) =Intan{ ist

fm(x’y):tarllﬁ' 12"'izy-sinil-cosﬁ und
y
<_

y (¢0)] Y y

=1 .1  (xzN_-__ x
fy(i’?7y) - tan% COS2% y2) y2-SiH§-COS%'
Also
/ _ _ 1 —Z
fla.y) = (fx(x’w’ fy(CC,y)> o (y-sin£~cos§’ yz-sing-cosﬁ)'

Y Yy Yy Yy

(c) Fir f(z,y)=arctan? ist

_ 1 1__y
fx(x>y) - 1+ %)2 Y x2+y2 und

— 1 (== _ __ =z
fy(%y) - 1+(§)2 (yQ) x2+y2~

Folglich ist
/ _ Yy —X
f(x,y) = (x2+y2’ x2+y2).
(d) Fir f(z,y,2z) = Va?+y? + 22 ist

2\, 72::*)"'7 2\, ,224.
f< y ) /.’E2+y2+22 f( y ) /.’E2—|—y2+22
Also

f’(x,y, Z) = \/ﬁ ' (l‘7ya Z)

8.3 (a) Berechnen Sie die Gradienten von 12/8/3/1
f(x,y,z) = \/m und f(x,%z) = %4_54_ %

(b) Bestimmen Sie fiir f(z,y) = 2* — y* in den Punkten (1,1) und (—1,1) die
Richtungsableitung in Richtung @ = (r1,72) und in Richtung —a, wobei
r =T = %\/5
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Losungshinweis zu Aufgabe 8.3 (a) grad f(z,y,z) = —(#, o ) 12/8/3/2

(b) fa(1,1) =0; fa(l,1)=0; fa(-1,1)= —2\/§§ fa(=1,1)= 2V/2.

Losung zu Aufgabe 8.3 12/8/3/3
(a) Fir f(x,y,2) =22+ y?+ 22 ist

rad f(z,y,2) = (—FE—u—, ..., —2——).
wrad f(0,9.2) = (i - s
Fiir f(x,y,z):%—l—%—i—% ist

grad f(z,y,2) = (;7217 ;21a ;21) = _(%7"'7%>'

Yy oz x z

(b) Fiir @ = (ry,r2) mit |a| =1 und ¢ = (¢, ¢c2) ist die Richtungsableitung von f an
der Stelle ¢ gegeben durch fz(¢) = ]1111% w (vel. 8/1/7).
—
Folglich gilt fiir f(z,y) = 2% — y*:

FO+5V2, 14 5v2) - f(1,1)

fo(01) = i h -0,
_ s f(lfg\/ﬁvlfg\/é)ff(Ll)_
f*a(Ll)_}lLll)% h _07
_ h h _f(—
fE(_171>:hm f( 1+2\/§’1+2\/§) f( Ll)th —2h\/§:_2\/§,
h—0 h ho0 h
_1_+h _h _f(—
ffa(_l,l):hm f( 2\/§71 2\/5) f( 1’1):11mM:2\/§
h—0 h oo b
8.4 Man berechne die Gleichung der Tangentialebene fiir 12/8/4/1

(a) das Rotationsparaboloid z = z? + y?,
(b) die Halbkugel z = /r? — 2% — 42,
(c) die Sattelfliche z =z - y.
Lésungshinweis zu Aufgabe 8.4 (a) #(T) = a® + b* + 2a(x — a) + 2b(y — b). 12/8/4/2

(b) t(z) = Vr*—a® = — \/Tz(f ;zaz 2 \/sz(f ;2bi 02

(¢) t(T) =ab+b(x —a)+aly —b).

Losung zu Aufgabe 8.4 Die Gleichung der Tangentialebene von f an einer Stelle 12/8/4/3
¢ € D(f) ist gegeben durch

tz) =@+ f'(©-(x -0,
Im Folgenden sei T = (z,y) und ¢ = (a,b) € D(f).

(a) Fiir f(z)=22+9? ist f.(c) =2a und f,(¢) = 2b, also
tH(T) = a® + b* + 2a(x — a) + 2b(y — b).
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—b

olglhch 1st
N\ a(z — a) by —b)
t(:L')— r2_a2_b2_\/r2—a2—b2_\/7‘2—a2—62.

(c) Fir f(z)=wy ist f,(¢) =b und f,(¢) =a, also
t(x) = ab+ b(x — a) +a(y — b).

8.5 (a) Fir f(z,y,2) = ln(x3 +9° + 2% — 3wy2) beweise man, daf 12/8/5/1
Jot Iyt o= x+y+z
" 3 :
(b) Fiir f(x,y,2) = \/% beweise man, dal Af := fo, + fyy + f.2 =0
. . . g — —\ 3 .
Losungshinweis zu Aufgabe 8.5 (a) f.(7T)+ f,(¥y) + [.(Z) = P i B e 12/8/5/2

2 2 2 _ _ _ — 3
(x* 4+ y*+2° —xy —z2 yz)—x+y+z.

(b) Af = foat fyy+fo = 47m3(a:2+y2+22)’%(3x2+3y2+322—3x2—3y2—322) =0.

Losung zu Aufgabe 8.5 Sei T = (z,v, 2). 12/8/5/3

(a) Fiir f(z) =1In(z® + y® + 23 — 3zyz) ist

- 1 . 2
fo(T 2+ g% + 25 — 3uyz (3z 3yz),
= 1 2
(x) 3+ 3 + 2% — 3zyz (By 3x2),
f(7) = L (322 — 3ay).

23 4+ 3 + 22 — 3zyz
Folglich ist

fo(@) + f,(¥) + f(Z ):x3+y3—|—3z3—3xyz.(x2+y2+22_xy_x2_yz)'

Wegen
(P> + 1y’ +22—ay—zz—yz)(x+y+2) =23 +9y3+ 2% - 3ayz
ist
f( )+fy( )+f2( ):.’L‘—l—?j;—i-z'
(b) Sei g(z) = (2% + 1>+ 2%) 2. Dann ist

) =
92(T) = —x(2? + y* + 2°) 2
9y(@) = —y(a® +y* +2°)”
9-(2) = —2(2® + y? + 22)~
und somit
9oa(T) = —(22 + 12 + 22) 72 + 322(2 + 2 4+ 22) 2
= (322 — 2% — 2 — 22) (22 + ¢y + 22) 5.

w\w m\w w\
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Analog erhélt man
9yy(T) = (3y* —2° =y = 2)(2® + y* + 2%)”
922(T) = (327 — 2% —y? = 2)(2® + % + 2°) 2.
Folglich ist

Af = font fyy+ for = dmad (22412 4 22) 72 (302 4 3% + 322 — 322 — 3y% — 322)
=0.

und

[(MSIENT G

8.6 (a) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(z,y)=e"siny im
Punkt (a,b) in beiden Richtungen der Geraden y —b = (a — ) - tanb.

(b) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(z,y) = 2? —%? in den
Punkten (1,1) und (—1,—1) in Richtung der Winkelhalbierenden des ersten
Quadranten.

Losungshinweis zu Aufgabe 8.6 Fiir ¢ := (a,b) und 7 := (r,72) mit |7| =1 gilt:
(a) f'(¢) = (e*-sinb, e*-cosb). Speziell fir die durch ¢ := (1, —tanb) bzw. ¢ =
(—1,tanb) gegebenen Richtungen ist dann

f7,(€) = e*sinb-cosb + e® cosb-(—sinb) = 0 fiir ¢ = 1,2, wobei 7; = —&

el
(b) Fiir 7= (3v2,4v2) ist fp(1,1) =0 und fe(~1,-1) = 0.

Losung zu Aufgabe 8.6 Fiir ¢ = (a,b) und 7 = (r1,79) ist fr= f'(¢)T (vgl. 8/1/25).
(a) Esist f'(¢) = (e“-sinb, e*-cosb) und somit
f7(€) = e*sinb-r; 4+ e* cos b-ry.
Durch y = b+ (a — x)-tanb ist eine Gerade gegeben. Wir betrachten die Stellen
r1:=a+1 bzw. 29 :=a — 1. Dann ist
y1=>b+ (a—x)-tanb=>b—tanb und
Yo = b+ (a — x3)-tanb = b + tan b.
Durch ¢ = (z1,11) — (a,b) = (1, —tanb) und ¢ = (z2,92) — (a,b) = (=1, tanb)
sind die Richtungen gegeben. Weiterhin ist

&) = V1+tan?b = m fiir i = 1,2,

G

[N

1. Fall: tanb=0=sinb=0 und 7; = (£1,0). Folglich ist f7(¢) =0.

2. Fall: tanb # 0. Fiir cosb > 0 ist 7 = (cosb, —sinb), fiir cosb < 0 ist
Ty = (cosb, —sinb), und somit

f7,(€) = e*sinb-cosb + e® cosb-(—sinb) =0 fiir i =1,2.
(b) Sei 7= (%\/5, %\/ﬁ) Dann ist

(L1 = (2,-2)-(3v2, 5v2) =0 und

fr(—1,-1) = (-2,2)-(3v2, v2) =0.

also |7;| =1 mit 7, =
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8.7 Essei f:R* = R mit f(z,y) = xly

(a) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebene fiir f an der Stelle (1,1) an

(b) Es sei M:{(x,y):\x—1|<1i0, ]y—1|<%0

Wie grof} ist die Abweichung zwischen f und der Tangentialebene in M

(moglichst genau angeben)?

Losungshinweis zu Aufgabe 8.7 (a) t(z,y) =14+(—-1,-1)(z—1,y—1)=3—z—y.

(b) 1f(z.y) —tlz.y)l =13 —3+2+yl < 4.

Losung zu Aufgabe 8.7

(a) Esist fo(z,y) = mly, fy(z,y) = —xl? und somit
tz,y) =L+ f (L) (z—1,y—1)

=1+ (-1,-1)-(z—1,y—1)=3—-z—y.

(b) Esist v —1] <& <= & <z <1l und ]y—1\< L= S <y<i
Sei z:=14+wu und y:=1+v mit |u, \v\< Dannlst
— — |1 _
fley) —tlay)l = | L =3 +a+y
— 1 _
_‘(1+u)(1+v)+u+v 1‘

_ 1—|—u—|—u2—|—uv—|—u2v—|—v—|—uv—|—v2—|—u112_1
(I+u)(1+w)
:‘u2+u2v+uv+02+uv2’
(I4+u)(1+w)
105 + 100 _ 16
RN Y

8.8 Essei f:R*—= R mit f(z,y) = az® + 2bwy + cy? und a,b,c € R.

Unter welchen Bedingungen fiir a,b,c besitzt f genau einen kritischen Punkt?

Losungshinweis zu Aufgabe 8.8 f'(z,y) =0 liefert ax 4+ by =0 und bx + cy = 0.

Die Bedingung lautet ac — b # 0.

12/8/7/1

12/8/7/2

12/8/7/3

12/8/8/1

12/8/8/2

Losung zu Aufgabe 8.8 Fiir f(z,y) = ax® + 2bxy + cy? bildet man die partiellen 12/8/8/3

Ableitungen und setzt diese null. Es entsteht das lineare Gleichungssystem (LGS)
ar+by=0 und bxr+cy=0.

f besitzt genau einen kritischen Punkt <=

das LGS besitzt genau eine Losung <=

die Determinante der Koeffizientenmatrix des LGS ist ungleich 0 <=
ac — b # 0.
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Ca? =y .
8.9 Essei f:R* = R mit f(x,y) = {:Uy 22+ y? fiir (z,y) # (0,0), 12/8/9/1
0 sonst .
Bilden Sie (falls existent) alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung
von f.

Was lét sich {iber die gemischten Ableitungen aussagen?
Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem Inhalt des Satzes von Schwarz.

Losungshinweis zu Aufgabe 8.9 Fiir (z,y) # (0,0) gilt: 12/8/9/2
_ 1 (o 2,3 _ .5
fr(xay) - (x2+y2)2 (l‘ y+4x y y )7

fxa}(J:a y) = m(_4x3y3 + 12[Ey5),

fay(z,y) = m‘@ﬁ + 92ty — 92%yt —°),
fy(;p’ y) = m(mi’) _ 4I3y2 o IL‘y4),
fyy(x, y) - m(_12x5y _'_ 4$3y3),
fya(z,y) = m'(xﬁ + 9z%y® — 922yt — o).

Die gemischten Ableitungen stimmen iiberein; da f,, f,, fz, existieren und f;, stetig
ist, folgt dies schon aus dem Satz von Schwarz.

Fir x =y =0 ist

f2(0,0) =0 = f,(0,0) und f,,(0,0) =0= f£,,(0,0).
Weiterhin gilt:

f1y(0,0) = —1 und f,,(0,0) = 1.

Die gemischten Ableitungen stimmen nicht iiberein. Da f;, fy, fuy, fye existieren, sind
fay und fy, in (0,0) nicht stetig.

23y — ayP
Losung zu Aufgabe 8.9 Esist f(z,y) = { x26—y2 falls (z,y) 7 (0,0), 12/8/9/3
sonst .

1. Fall: (x,y) # (0,0). In diesem Fall lassen sich die partiellen Ableitungen nach den
iiblichen Differentiationsregeln bilden, also

folwy) = e (2% = )@ + 9%) = (% — 2y°)-20)

= m'(ﬁy + da?y® — y°),
foo.9) = G ((4a®y + 82y®)(@? + ) — (a'y + 4oy’ — ) -da)

1
+
T @ _in):a '(—41‘31/3 + 123795)a
fzy(x, y) = m ((1.4 + 121‘2]/2 _ 5y4)(x2 + yQ) o (x4y + 4x2y3 _ y5),4y)
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— 1 . _(1.6 + 9:1743/2 . 9:1723/4 . y6>7

(@* +9?)
folesy) = Gty (0% = 30p) (@ +07) = @y — o) 2p)
= T jy2>2 (2° — 4aPy® — ay?),
T(@,9) = ooy s ((=82%y — day?) (2% +2) — (2° — 42%y? — awy')-4y)
=@ +y P (—122°y + 42°y?),
fya(2, ) iR ( — 122%y% — yY) (2% + y?) — (25 — da3y? — xy4)~4x)
= @ er 5 (2% + 92%y? — 92%y* — ¢°).

Die gemischten Ableitungen stimmen iiberein. Aus dem Satz von Schwarz (vgl. 8/2/2)
hétte man dies schon schlieflen kénnen aufgrund der Existenz von f,, fy, fz, und der
Stetigkeit von f,,.

2. Fall: 2 =y = 0. Wir untersuchen zunéchst

hm f(‘ra O) — f(Ov 0) und hm f(07 y) — f(()? O) .
z—0 z—0 y—0 y—0

Esist f(z,0) = f(0,0) =0 = f(0,y). Folglich gilt:
f2(0,0) =0 = £,(0,0).

Wir betrachten jetzt die Limites der Differenzenquotienten von f,(z,0), f.(0,y), f,(x,0)
und f,(0,y) an der Stelle 0. Es ist

fx(fE,O) — fz(ovo) =0 = fy(ovy) — fy(0,0)
z—0 y—0

und somit f,,(0,0) =0, f,,(0,0) =0. Weiterhin gilt:

[0.9) = £e0.0) _ A (@ 0) - LOO _ = _ g
y—=0 y xz—0 T
also f;,(0,0) = —1 und f,,(0,0) = 1.

Fiir diesen Fall stimmen die gemischten Ableitungen nicht tiberein. Da f,, f,, fzy bzw.
fye existieren, sind f,, bzw. f,, in (0,0) nicht stetig.

8.10 Essei f:IR"— R, M eine offene Teilmenge von IR™ und f in M definiert. 12/8/10/1
Weiterhin besitze f in jedem Punkt aus M partielle Ableitungen nach allen Va-
riablen zq,...,x,.

Zeigen Sie: Ist @ € M und sind alle partiellen Ableitungen in einer Umgebung
von @ beschrankt, dann ist f in @ stetig.

Losungshinweis zu Aufgabe 8.10 Fir z; = (z1,...,%;,Gi41,...,0,); © = 0,...,n, 12/8/10/2
also Ty = (a1,...,a,) := @ und T, = (r1,...,%,) := T schitze man die folgende
Summe ab:
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/(@) — f@)] =
[f(@n) = f(@n) + [(@n1) = [(@n2) + f(@nz) — ... = [(T1) + f(T1) — f(T0)]
< |f@n) = f@n-)| + [f @n1) = f @) [+ [f(@1) = f(70)].
Damit erhélt man schliellich die Behauptung.

Losung zu Aufgabe 8.10 Sei 7; = (z1,...,%;,Gi11,...,a,) fur ¢ = 0,...,n, also 12/8/10/3
Ty = (a1,...,a,) :=a und T, = (z1,...,x,) := T. Dann gilt:

[f (@)= F(@)|=1f(Tn) = f(@na) +f (Tnr) = f (Tn2) + f (Tn2) = .= [ (@2) + [ (71) = [ (To)|

<|f@n) = f@n-) |+ [f (Tn-1) = f(@n-2)[ + ... + [ (@1) = f(T0)]
:‘f(fn)—f(fn—l '_i_‘f(fl)—f(fo)

n — Qn €Tl — a1

ol = aul + . oy — il (vel 7/1/10)
= |fan (Tn1) + on(@n)|-|Tm — an| + ... + [ fo, (To) + 01(21)] |21 — aa.
Da die partiellen Ableitungen in M beschrénkt sind, o;(z;) — 0 und whg}l |z; —a;] =0,

gilt: lim |f(Z) — f(@)] = 0. Folglich ist f in @ stetig. Y
T—a

8.11 Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf lokale und globale Extrema: 12/8/11/1
(a) flay)=2"+(y-1)? -2<2<2 -2<y <2

(b) f(w,y)=x-y+5x—0+§, 1<z<10, 1<y <10,

(¢) flz,y)=sinz+siny+sinfe—y), 0<z<T, 0<y<

rol

Losungshinweis zu Aufgabe 8.11 (a) f besitzt an der Stelle ¢ := (0,1) ein lokales 12/8/11/2
Minimum der GréBe f(¢) = 0;

f besitzt kein globales Maximum. Ein Vergleich mit den Funktionswerten auf

dem Rande des Definitionsbereiches zeigt, dafl f(¢) gleichzeitig globales Mi-

nimum ist.
An den Stellen (42, —2) besitzt f ein globales Maximum der Grofie
F(£2,-2) = 13.

(b) An der Stelle ¢ := (5,2) besitzt f ein lokales Minimum der Gréfie f(¢) = 30;
f besitzt kein globales Maximum. Ein Vergleich mit den Funktionswerten auf
dem Rande des Definitionsbereiches zeigt, dafl f(¢) gleichzeitig globales Mi-
nimum ist.

An der Stelle (10,10) besitzt f ein globales Maximum der Grofie
#(10,10) = 107.

(¢) f besitzt kein lokales Extremum (im Inneren des Definitionsbereiches).
Die Einbeziehung der Funktionswerte auf dem Rande zeigt:
f besitzt an den Stellen (0,y) mit 0 <y < 7 ein globales Minimum der

GréBe 0 und an der Stelle (3, %) ein globales Maximum der Grofie 1+ V2.
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Loésung zu Aufgabe 8.11 Sei ¢ ein innerer Punkt des Definitionsbereiches von f und 12/8/11/3
b | @ 0]

Jay(@) fyy(©)
Ist D > 0, dann besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Extremum, und zwar ein lokales
Minimum bzw. Maximum, falls f,.(¢) > 0 bzw. f..(¢) < 0 (vel. 3/2/22). Um die glo-
balen Extrema der Funktion f zu finden, betrachten wir f auch auf dem Rand des
Definitionsbereiches, insbesondere in den Eckpunkten der rechteckigen Bereiche.

(a) Sei f(x,y) =2*+(y—1)> und —2 <z <2, -2 <y < 2. Wir bestimmen zunéchst
die kritischen Punkte.
Esist f,(z,y) =2z und f,(x,y) = 2(y—1). Daraus ergibt sich der einzige kritische
Punkt ¢ := (0,1). Nur dort kann f ein lokales Extremum besitzen (vgl. 8/3/18).
Es ist

D = fou(@) fy(@) — f2,@) =22-0=4>0 und fo.(c) =2>0.

Folglich besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Minimum der Groéie f(0,1) = 0.

Wir betrachten jetzt f auf dem Rand des Definitionsbereiches.

Sei v =42 und —2<y <2, also f(+2,y):=gi(y) =4+ (y — 1)~

Wir untersuchen ¢; (als Funktion der Verdnderlichen y) auf lokale Extrema.
Hny)=2y-1)=0 < y=1 und gf(y)=2>0.

Folglich besitzt g; an der Stelle y = 1 ein lokales Minimum der Gréfle ¢;(1) =4

(dies ist nach unserer Definition kein lokales Extremum von f(z,y) — vgl. 8/3/17).

Sei jetzt y = —2 und —2 <z <2, also f(z,—2) := go(x) = 2* + 9.
gh(z)=20=0 <= =0, und gj(z)=2>0;

somit besitzt go in z =0 ein lokales Minimum der Grofle g2(0) = 9.

Schliefllich sei y =2 und —2 <z <2, also f(z,2) := g3(x) = 2* + 1.
g3(r)=20=0 <= =0, und gf(z)=2>0;

folglich besitzt g in = 0 ein lokales Minimum der Gréfle g3(0) = 1.

Zur Bestimmung der globalen Extrema haben wir zum Vergleich noch die Funkti-

onswerte von f in den 4 Eckpunkten heranzuziehen:

f(£2,-2) =13 und f(£2,2) =5.
Insgesamt erhélt man somit: f besitzt genau ein lokales Minimum an der Stelle
¢=(0,1) der GréBle f(¢) =0 und kein lokales Maximum. f(¢) ist gleichzeitig glo-
bales Minimum von f. An den Stellen (42, —2) besitzt f ein globales Maximum
der GroBe f(£2,—2) = 13.

(b) Sei f(x,y)zxy#—%o—l—% und 1 <2 <10, 1<y <10. Esist

folwy) =y =2, fyley) = =2,

Foo(,y) = 290, foy(@,9) = 1= fyu(w,y) und [y (0,y) = 4.

20 —
2

Aus y — % =0 und =z — ) 0 ergeben sich die kritischen Punkte. Es ist

- 50-y*
Y= 00

:O:y(l—yg) <= y=0 oder y =2
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(y = 0 scheidet als Losung aus, liegt nicht im Inneren des Definitionsbereiches);

also y =2 und z = 5. Einziger kritischen Punkt ist ¢ = (5,2). Weiterhin ist

D:fxz(é)'fyy(é)_ gy(é):%%_1:3>o und fx$<6)>0

Folglich besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Minimum der Grofle
£(5,2) =10+ 50 4 20 = 30.

Wir untersuchen jetzt f auf dem Rande des Definitionsbereiches.

Sei =1 und 1 <y <10; also f(l,y):=¢gi1(y) =y + 50 + 2?70 Es ist

gi(y)zl—z—gzo — y=42V5.
(—2+/5 scheidet als Losung aus, liegt nicht im Definitionsbereich)
91 (y) = 3%) = 97(2v5) > 0.

g1 besitzt an der Stelle y = 2v/5 ein lokales Minimum der GroBe

g1(2V5) = 2\/5+50+% =50 + 4+/5.

Sei x =10 und 1 <y <10, also f(10,y) := go(y) = 10y + 5 + % Dann ist
95(y) =10 — 227(2) =0 <= y==4v2. (~V?2 scheidet als Losung aus)
93 (y) = 3%? — g(V2) > 0.

ga besitzt in y = /2 ein lokales Minimum der GroBe

gz(ﬂ):10ﬁ+5+%:5+20\/§.

Es seijetzt y =1 und 1 <z <10, also f(z,1) :=g3(x) =z + %O +20. Es ist
g5(x)=1— 2—2 =0 <= x==45v2 (-5V2 scheidet als Losung aus)

gy(x) =19 = gi(5v2) > 2.

T

g3 besitzt in x = 5v/2 ein lokales Minimum der Grofe

93(5v/2) = 5v/2 + 5% +20 = 20 + 10v/2.

SchlieBlich sei y = 10 und 1 < x < 10, also f(z,10) := g4(x) = 10x + % + 2.
Dann ist

gy(x) =10 — % =0 < x==4V5 (—/5 scheidet als Losung aus)

gi(z) =19 = ¢{(V5) >0.
g4 besitzt in x = V5 ein lokales Minimum der Grofie

0:(V5) =10v/5 + 5 42 = 242015,

Wir betrachten noch f an den Eckpunkten des Definitionsbereiches.
f(1,1) =14+50+20=71, f(1,10) =10+ 50 + 2 = 62,
f(10,1) =10+ 5420 = 35, f(10,10) =100 + 5+ 2 = 107.

Damit erhélt man insgesamt: f besitzt genau ein lokales Minimum an der Stelle
¢ = (5,2) der GroBle f(5,2) =30 und kein lokales Maximum. f(¢) ist gleichzeitig
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globales Minimum von f. An der Stelle (10, 10) besitzt f ein globales Maximum
der GroBe f(10,10) = 107.

(c) Sei f(z,y) =sinz+siny+sin(z—y) und 0<z<T, 0<y<
Es ist
ful,y) =cosz+eos(w — ), fylw,y) = cosy — cos(z — 1),
fao(z,y) = —sinz —sin(z —y), foy(z,y) =sin(z —y) = fy(z,y),
fyy(x,y) = —siny — sin(x — y).
Aus cosx 4 cos(x —y) =0 und cosy — cos(x —y) = 0 erhélt man

vl

cost +cosy =0, also cosx=cosy=0

(denn fiir 0 < 2z < g ist stets cosz > 0).

Folglich ist z =y = % Der einzige kritische Punkt (%, %) liegt nicht im Inneren
von D(f). Damit besitzt f kein lokales Extremum.

Wir untersuchen f auf dem Rande von D(f).
Sel z =0 und ogygg, also
f(0,y) :== g1(y) = siny + sin(—y) = siny —siny = 0.

Seix:% und 0 <y < T also

f(%y) = go(y) =1 +siny + Sin(g —y).
Dann ist

gh(y) = cosy — cos(Z —y) =0 = cosy = cos(y — =) = cos(T — y),

also y = % Weiterhin ist

g2 besitzt in y =7 ein lokales Maximum der Grofie

g2(%) =1+42sin§ =1+ V2.
Sei y=0 und 0 <z <7 also f(x,0):=g3(x) =2sinz. Dann gilt:

g5(x) =2cosx =0 = z = % (r = % liegt nicht im Inneren von D(g3) ).

s also

Sei nun y=7 und 0<z <73,
f(z,5) := ga(x) = sinx 4 1 4 sin(x — 7).

™

gy(xr) = cosx 4 cos(x — §) = 0 besitzt keine Losung, folglich hat g, keinen
kritischen Punkt.

Wir betrachten noch f in den Eckpunkten con D(f).

£(0,0)=0, f(0.3) =sing +sin(~3) =0, f(3.0)=2, f(3.5) =2
Insgesamt erhilt man: f besitzt kein lokales Extremum. An den Stellen (0,%) mit
0 <y <7 besitzt f ein globales Minimum der Grée 0 und an der Stelle (%, T)

ein globales Maximum der GroBe 1 + /2.

12.9 Integralrechnung (1 Veridnderliche)
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9.1

Es sei F(z) eine Stammfunktion von f(z), » € R. 12/9/1/1
Uberpriifen Sie die Giiltigkeit folgender Aussagen:
(a) Ist f(z) eine periodische Funktion, so ist auch F(z) periodisch.

(b) Ist f(x) eine ungerade (bzw. gerade) Funktion, so ist F'(x) eine gerade
(bzw. ungerade) Funktion.

Losungshinweis zu Aufgabe 9.1 (a) Die Aussage gilt nicht. 12/9/1/2

(a) Die Aussage gilt.

Losung zu Aufgabe 9.1 Im Folgenden sei F' eine Stammfunktion von f in R. 12/9/1/3

(a)

(b)

Offenbar ist f(z) :=sinz + 1 periodisch in R und
F(z) := —cosz + = ist (als eine Stammfunktion von f) nicht periodisch.

Sei 9 € R und F die Stammfunktion von f mit der Eigenschaft F(z¢) =0 (vgl
9/1/4), und es gelte zunéchst f(—x) = —f(x) fiir alle € R. Dann erhilt man fiir
g(x) = —z mit Hilfe der Substitutionsregel (vgl. 9/1/18 — 9/1/20):

[ #o(@))g'(@) de = Fg(x)) = F(~z) nd

jf(—x)-(—x)'dx = /zf(x) dx = F(z), also

F(—z) = F(x).
Folglich ist F' gerade.
Sei jetzt f(—x) = f(x). Analog wie oben erhélt man:

[ #o(@))g' (@) dx = Fg(x)) = F(~z) nd

/f(—x)-(—x)’dx = —jf(x) dr = —F(x), also

F(—x) = —F(x).
Folglich ist F' ungerade.

9.2 Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale: 12/9/2/1

(a) /w(a:+1)(m—2)d:z:,
(b) /\/4+x2+2\/4—x2dx’

V16 — 24
(C) /(31’ — 5)10 dl’, [Hinweis: Substitutionsregel],
(d) /.T sin x dl’, [Hinweis: Partielle Integration].
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Losungshinweis zu Aufgabe 9.2 (a) /:v(x +1)(z=2)de =% -5 — 2+ c. 12/9/2/2

Vaita?yovd—a% ; -
(b) i de = arcsm% +21n (% + /1 4+ (5)2> + c.
(3z —5)!

(c) /(3:6— 5)Vde = o +c.

(d) /:csin:cdq: = —xcosx +sinz + c.

Losung zu Aufgabe 9.2 12/9/2/3

(a) /a:(:c—i— 1)(z —2)de = /(az3 —2? — 2x)dx

4

=4 - % — 2t +ec
VA4 + 22 4+ 2v/4 — 22 VA + 22 + 24/4 — 22
(b) dx = dx
V16 — 24 V4a+x2-/4— 22
_ dx 2dx

V4 — g2 + VA + 22

A

Setzt man £ := ¢, dann ist (vgl. 9/1/17: Grundintegrale; Achtung: beim drittletzten

=

2
Integral tritt ein Vorzeichenfehler auf, unter der Wurzel mufi 2% + 1 stehen)
( *) _ dt 2dt
V1—1t¢2 V1+¢?

:arcsint+21n(t+\/1+t2)+c

:arcsin%—i-Zln(@—i- 1+(%)2) +c.

2

(c) /(3:3 _ 510y = %/tw dt  (fir 30— 5—1t),

_ E\11
+c= Be =5 335) +c.

Rt
33

(d) /xsinxd:c = —rcosx — /1'(— cos x) dx

= —xcosx+/cosxdm

= —xcosx +sinx + c.

9.3 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) = — e i_ T2 12/9/3/1
X X X

Losungshinweis zu Aufgabe 9.3 Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung erhélt man 12/9/3/2

d — 1] 14 V2 z
/$3+$212$+2—§ |z + 1] — 5 In(2” + 2) + Y5~ arctan 7 + c.

Losung zu Aufgabe 9.3 Durch Partialbruchzerlegung entsteht 12/9/3/3
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P+ +2r4+2  (z+D(@*+2) z+1 0 22427

wobei eine Nullstelle von 23 + 22 + 22 + 2 zu erraten war. Hieraus erhélt man
1= (A4 B)z*+ (B+C)z+ (2A+C), also
A+B=0, B+C=0, 2A+C=1.

Als Losung dieses linearen Gleichungssystems ergibt sich

_ 1 _ 1
A—C’—g und B = 3-

Folglich ist

dx 1 l‘-‘rld
xXr
/x + a2+ 20 +2 /I+1+ / x2 42

:%1n|x+1|—%/ 2+2d$+ / dx

71n|x+1| % n(z? +2) + f thtl (firr ¢:= 35)
— Iz +1] = Lin(a? +2) + Y2 arctan = + c.
3 6 6 V2
9.4 Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale / f(z)dx
— _3dx=5 _ 4x -3
(o) @)= 20 (@) fla)=a=E
_ 1 _ —2coszsinx
0) f@) = A, (¢) fla)= —2eesgsing
_ 1 _ 2
G —— ©) f()=ah’a,
Losungshinweis zu Aufgabe 9.4 (a) /i—xf dx = 17 In |z +4]+ ¢ Lin |z —2|+c
X Xr —

arcsin £ + C.

b f ==

de  _ 1 x
(c) il arctan g + c.

(d) /24‘2”*3 dr = In|22* — 2z| + .

COos™ o

(e) /7_2 COSTSINE gy — In(cos® ) + ¢
(f) /x-lnzxda:— %(ln r—1Inx+ )—l—c.

Losung zu Aufgabe 9.4
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(a) Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung erhélt man
3x —5  _ 3r—5 __A + B
22 +2c -8 (z4+4)(z-2) z+4 -2’
3r —5=(A+ B)x+ (—2A+4B), also
A+ B =3 und —2A+4B = —5.
Als Losung ergibt sich

A:% und B = =

Folglich ist

/m2?f2;5_8dx:%/xcf4+%/md—x2
:%1n]m+4]+%1n|x—2|+c.

(b) Fir a #0 und x := at ist

und somit

a_ dt
Vo a|/¢— o) Vi—2

L arcsin £ P T+ e

Ial

de 1 dt . x
=z fir t:=%
/(§)2+1 3/t2+1 (fir ¢:=3)

arctan % + c.

() [

N W O

(d) Wegen (22° —3z) =4x — 3 ist
/24§_3 dz =1In |22% — 22| + c.
Natiirlich hdtte man das Ergebnis — wenn auch umstandlicher — mit Hilfe einer
Partialbruchzerlegung erhalten koénnen.

(e) Wegen (cos’z) = —2cosxsinz ist
/M dr = In(cos® x) + ¢ oder
COb T

/7_2”32“1“‘" de =2 [ =32 o — 21n | cos z| 4 ¢ = In(cos® z) + c.
cos® x COST

(f) Mit Hilfe der partiellen Integration erhdlt man:

/.x-anxdx = %Q-IHQ:/E — /m-lnxd:v

= %2-111290— (%-lnx—/%d@
Z (ln2x—lnx+%) + c.

(V]

2

9.5 Beweisen Sie: Ist die Funktion f in dem Intervall [a,b] stetig und nicht negativ 12/9/5/1

und ist /f(x)dx =0, soist f(x)=0 fir alle z € [a,b].

a
[Hinweis: Man fithre den Beweis indirekt.]
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Losungshinweis zu Aufgabe 9.5 Man schétze das Integral (nach unten) durch eine 12/9/5/2
positive Untersumme ab.

Losung zu Aufgabe 9.5 Angenommen, unter den gegebenen Voraussetzungen ist 12/9/5/3

f(c) #0 fir ein ¢ € [a,b], also f(c) > 0 und somit auch @ > 0.

Offenbar ist g(x) := f(z) — @ in [a,b] stetig und g(c) > 0. Folglich existiert eine
Umgebung U(c), so daB g(x) > 0 fur alle « € U(c) (vgl 6/3/44, Eigenschaft (2)) und

daher f(z) > £ fiir alle 2 € U(c).

Seien o/, 0 € [a,b] mit a < ' < ¢ <V < b. Dann ist 3 = (a,d’,b',b) eine Zerlegung
von [a,b], und fiir die entsprechende Untersumme von f gilt:

S5(5) = (@ =) inf, f(@)+0 = )-_inf f(x)+(b=V)- inf, [(x) > 0.

z€ b’ ,b]
S S— —_——— —_———
>0 >0 >0

b b b
Wegen /f(x) dr > /f(x) dr > S;(3) >0 kann das Integral /f(x) dx nicht null

sein. Dies widerspricht der Voraussetzung. Also f(z) =0 fiir alle z € [a, b].

9.6 Essei f in dem Intervall [a,b] integrierbar und f(x) < ¢ fiir alle x € [a, b]. 12/9/6/1
b
Man beweise /f(x) dx < c-(b—a).

Losungshinweis zu Aufgabe 9.6 Die Losung ist fast trivial. 12/9/6/2

b b
Losung zu Aufgabe 9.6 Wegen f(z) < ¢ in [a,b] ist nach 9/5/0 stets /f(q:) dr < /cd2/976c’/~ib —a).

9.7 Esseien f, g in dem Intervall [a,b] stetig und es sei f(x) < g(z) fiir jedes 12/9/7/1
x € [a,b].

b b
Gibt es ein ¢ € [a,b], so daB f(c) < g(c), dann ist /f(x) dr < /g(x) dx.

Losungshinweis zu Aufgabe 9.7 Man benutze die Ergebnisse von Aufgabe 9.5. 12/9/7/2

Losung zu Aufgabe 9.7 Nach Voraussetzung ist h(z) := g(z) — f(z) > 0 fiir jedes 12/9/7/3

b
x € [a,b] und h(c) > 0. Analog wie im Beweis von Aufgabe 9.5 ist dann /h(x) dx >0

und somit
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b b b

0< /h(m) dx:/g(x) dx—/f(x) dx, also

a a a

/bf(:v) dzr < /bg($) dx

9.8 Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:
4 1 2

(a) eV T, (b) [ e e dx, (c) [ 2" dx,
[ o] /

0

%\a

4
Losungshinweis zu Aufgabe 9.8 /
1
1
/e e’ dr =€ —e.
(c) /w e’ dx = 2¢* + 6.
0

(d) /Eﬁgﬁdx=1n4—1.

[S]

=2(e? —e).

12/9/8/1

(d) /m%@dm

12/9/8/2

Losung zu Aufgabe 9.8 Wir bestimmen zunéchst jeweils eine Stammfunktion des 12/9/8/3

entsprechenden Integranden.
(a) Fiir ¢ :=/x ist
dx—2/ bdt = 2eV® 4+ ¢, also
f

4

f E dy = 2(6‘/Z — e‘ﬁ) =2(e? —e).

(b) Fiir ¢:=e" ist
/eezexdx = /etdt =el4c=¢e" +¢, also
1
/eezex dr = —e =¢° —e.

0

(¢) Durch mehrfaches partielles Integrieren erhélt man

/x?’ex dr = r3e® — 3/x2e1’ dx
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= x3e” —3 Q/xe daz

:x3e$—3xe —|—6(xe —/e dx)
= e®(2% — 32% + 62 — 6) + ¢, also

2
/a:gex dx = 2¢® + 6.
0

(d) Fiir t:=Inz erhdlt man mit Hilfe der partiellen Integration

/1“ (lnz) /lntdt /1 Antdt

:t-lnt—/dt:t Int—1)+c
= lnx(ln(ln x) — 1) +e¢, also

e2

/% dz =ne?(In(lne?) — 1) — Ine(In(lne) - 1)

=2(In2—-1)—1(00—1)=In4 — 1.

9.9 Berechnen Sie den Inhalt der Punktmenge 12/9/9/1
M={(z,y): =1<z <1 und f(z) <y <g(x)},
wobei f(z) = z* und g(z) =2 — 2%

Losungshinweis zu Aufgabe 9.9 Der Inhalt der Punktmenge betragt % 12/9/9/2

Losung zu Aufgabe 9.9 Fir —1 <z <1 ist stets f(x) <1 und g(x) > 1. Folglich 12/9/9/3
ist der Inhalt A dieser Punktmenge gegeben durch
1

A= / dx—/(2—2a:2)da:

-1

:{Zx—gx?’];:Q—z—

— 2y -8
3 3 (2+3)_3'

9.10 Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Fliche, die von oben bzw. von unten durch 12/9/10/1
y=+vVr?2—a2 r>0 bzw. durch y= ? - 2% begrenzt wird.

Losungshinweis zu Aufgabe 9.10 Der Fldacheninhalt betragt 7’2(% + arcsin %) 12/9/10/2

Losung zu Aufgabe 9.10 Wir berechnen zunéchst die Schnittpunkte beider Kurven. 12/9/10/3
s Vr2—az?= @.932 erhiilt man z* + §$2 — % =0 und somit 7, = —% + %7’2.

—r? scheidet als Losung aus, da ein Quadrat (in IR) nicht negativ sei kann. Es bleibt

Tio = i%-r. Als Schnittpunkte ergeben sich also a := — L. und b=

V2

Sl
3

158



Der Flacheninhalt A ist dann gegeben durch

b
A:/(\/ﬂ—xg—@xz) dx

b
Z/Mda: —[gxﬂz

b
2
_ 2 _ 2 _r-
—/\/7’ z2 dx o
a

Wir berechnen zunéchst das unbestimmte Integral / V2 —x?dx.
Fir t:= 2 ist
T
2 2y — Z(ZV2 o — 12 — 2
V=P de=r [ [T=(EPde=r* [VT=Par.
Fiir ¢ :=sinz, also z = arcsint¢ = arcsin 7 ist
/\/1 —12dt = /\/1 —sin®z-coszdz = /coszzdz.
Durch partielles Integrieren erhélt man

/cos2zdz:Sinzcosz+/sin22dz
o 2
—smzcosz—i-/(l—cos z)dz

:sinzcosz+z—/00822dz

und somit
/coszzdz = %sinzcosz +5+ec
Also

/\/T2—$2d$:T2/COSZZdZ
r2<%sinz-m+§) +c

2(l.z . _(zy2 4 1 in Z
r<§ Leyi=() —|—2arcs1nr)+c
2
A 2T oz
T T+ 2eurcslnr—i—c,

NS

und wegen a = —b ist
b
/\/r2 —a22dr = g-\/ﬁ — b2+ garcsin% + g-\/ﬂ — b2 — % arcsin(—2)
a

=b-\/r2 — b2 4+ 1r? arcsing
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= 7“2(% + arcsin %)
Damit ist

A=r? (% + arcsin % - %) =72 (% + arcsin %)

Ssinx 4+ 3x  fir z <1,

9.11 Es sei f(l‘):{ v~ 4322 fiir 2> 1.

5
Man berechne / f(z)dx.
22

12/9/11/1

5
Losungshinweis zu Aufgabe 9.11 / f(z)dx =118 + % +5(cos2 —cos 1) +1Inb ~ 116, 32/k/11/2
22

Losung zu Aufgabe 9.11 Aus dem Beweis von Satz 9.11 (vgl. 9/4/3) ergibt sich un-
mittelbar, da eine integrierbare Funktion nach (endlicher) Abdnderung an einer Stelle
integrierbar bleibt und dafl sich der Wert des Integrals nicht &ndert. Folglich gilt :

5 5

1
[ 1@y de = [Gsine+30)do+ [ (L +30%) da
) ) 1
1 5
= [—5cosx+%x2} +{lnx+x3}
—2 1
:—5cosl—i—%+500s2—6+1n5+125—1

= 118 + 3 + 5(cos2 — cos 1) + In5 ~ 116, 327.

9.12 Essei f(x) =e ®cosxz. Man berechne einen Néherungswert fiir das Integral von

f iiber dem Intervall [0, %], indem man f zunédchst durch ein Polynom dritten
Grades approximiert.

Losungshinweis zu Aufgabe 9.12 Als Taylorpolynom 3. Grades erhélt man p3(x) =
1—2+ %x?’ und somit

2

3
/pg(x) dx = %Tlg
0

Losung zu Aufgabe 9.12 Wir benutzen die Taylorsche Formel (vgl. 7/2/9) an der Stelle
a = 0, um ein Approximationspolynom zu bestimmen.

Esist f(0) =1, weiterhin ist
f'(x) =—e"cosx —e *sinx = —e *(cosx +sinz) = f'(0) = —1,
f"(z) = e *(cosx +sinz) —e *(—sinx + cosx) = 2¢ sinz = f"(0) =0,

f"(x) = —2e *sinx + 2e T cosx = 2¢ F(cosx —sinzx) = f"(0) = 2.
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Folglich ist

f(z) ~ f(0)+ f(0)-x + f”2(0) % 4 fm6(0) at=1—a+ %SES = p3(3).

Man iiberzeugt sich leicht davon, da§i R, (xr) —— 0, folglich ist ps tatsdchlich eine

n—oo

Approximation von f.

Damit ist
2
3 2 S_2_ 2., 2t _ 112
_ 1,3 — |- 4 1413 _2_ 2 — 112
/(1 v+ ) de=[o -5+ hu 0 "3 0T .3 T M
0
2
3
ein Ndherungswert von / f(z)dz.
0
: (=1 fir xze[-1,0],
9.13 Essei f(z)= { I fiir 2 e (0,1, 12/9/13/1

Zeigen Sie, dal f in [—1, 1] bestimmt integrierbar ist dort aber keine Stammfunk-
tion besitzt.

[Hinweis: Beweis indirekt; eine Stammfunktion miifite insbesondere an der Stelle 0 differenzierbar sein.]

Losungshinweis zu Aufgabe 9.13 Fiir die Zerlegung 3 = (—1,—=, %, 1) von [—1,1] 12/9/13/2

1
n
ist Sy(3) —S;(3) < % Hieraus folgt die bestimmte Integrierbarkeit von f.
Eine Stammfunktion von f miifite an der Stelle 0 differenzierbar sein. Dies fithrt aber

zum Widerspruch.

Losung zu Aufgabe 9.13 Wir zeigen die bestimmte Integrierbarkeit von f mit Hilfe 12/9/13/3
des Riemannschen Integrierbarkeitskriteriums (vgl. 9/3/1).

. o . _l l _ . o .
Essei 3 = (—1, i 1) = (ag, a1, az, ag) eine Zerlegung von [—1,1] mit n € N, n > 2

und I; := [a;,a;41]. Weiterhin sei ¢ > 0. Dann gilt fiir die Differenz von Ober- und
Untersumme von f bei der Zerlegung j:
2
S7(6) = 87(6) = 3oaiss = )-(sup f () = inf f()
i=0 zel; i

= (as — a1)- (sup f(x) — inf f(x))

z€ly Tl
= % < g, fiir hinreichend grofle n.
Folglich ist f in [—1,1] bestimmt integrierbar.

Angenommen, f besitzt in [—1,1] eine Stammfunktion F, dann ist F' insbesondere
an der Stelle ¢ = 0 differenzierbar. Folglich existiert der Grenzwert des Differenzenquo-
tienten von F an der Stelle 0, insbesondere existiert der rechtsseitige Grenzwert (vgl.
6/3/52).
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P@)-FO) _1-(-1) _»

Fir z > 0 ist
-0 z T 2—0

Dies widerspricht der Annahme. Damit besitzt F' in [—1, 1] keine Stammfunktion.

2. Es .
9.14 Essei f(x)= {x €OS 22 ﬁ}r z #0, 12/9/14/1
0 fir z =0.
Zeigen Sie, daB f in I = [—1,1] differenzierbar ist (also f’ in I eine Stammfunktion

besitzt), aber f’ in I nicht bestimmt integrierbar ist.
[Hinweis: f’ ist in I nicht beschrénkt.]

Losungshinweis zu Aufgabe 9.14 Der Grenzwert des Differenzenquotienten an der 12/9/14/2
Stelle 0 existiert. Damit ist f in 0 differenzierbar.

Da f’ in [—1,1] nicht beschrinkt ist, ist f’ dort auch nicht im Riemannschen Sinne
integrierbar.

Losung zu Aufgabe 9.14 Fiir x # 0 ist f in [—1,1] differenzierbar, denn f ist eine 12/9/14/3
yrationale Zusammensetzung® differenzierbarer Funktionen, und es gilt:

4 — 9. My 2T iy T
f'(x) = 2x-cos T+ sin
An der Stelle 0 berechnen wir den Limes des Differenzenquotienten von f:

— z2-cos % — 0
f(l') f(O) — 2 = T-COS LQ , O,
r—0 € = x—0

denn cos % ist beschrankt fiir x # 0. Damit ist f in [—1,1] differenzierbar, und f
X

ist eine Stammfunktion von f’ mit

.cos & 4 27 .gip & i
) = {2:17 cos ;7 + 27 -sin 55 fiir = #£ 0,
0 fiir x = 0.
Eine Voraussetzung fiir die bestimmte Integrierbarkeit einer Funktion ist ihre Beschréankt-
heit in dem betrachteten Intervall. Wir zeigen, da8 f in [—1, 1] nicht beschrankt ist.
Offenbar gilt: 2z-cos 5, —— 0.
X z—0

Fir z,:= ﬂi’;n ist (z,,) eine Nullfolge und sinzl2 =1 fiir alle n. Folglich gilt:

n

2T .gin &L —— 0o, also f'(z,) — oo.

Tn, T, n—oo n— o0

Damit ist f’ in [—1,1] nicht beschrinkt und demzufolge nicht bestimmt integrierbar.

9.15 Berechnen Sie das Volumen eines Torus. (Drehung einer Kreisscheibe um die z- 12/9/15/1
Achse mit dem Radius » und dem Mittelpunkt (0, R).)

Losungshinweis zu Aufgabe 9.15 Fir f(z) = R+ vr2 —2? und g(x) = R — 12/9/15/2
Vr?2 —x? betriagt das Volumen des Torus:

r

V= 7r-/ (f2(x) — gQ(x)) dx = 2r* R,

bt
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Lésung zu Aufgabe 9.15 Wir betrachten die Gleichung (y — R)? + 22 = r* eines 12/9/15/3
Kreises mit dem Mittelpunkt (0, R) und dem Radius 7. Die Auflésung der Gleichung

nach y ergibt:
y:f(lll)::R—l-\/Tz—:L’Q bZW, y:g(x):R_ 7»2_3:.2.
Der entsprechende Rotationskorper ist gegeben durch

V= [ (£o) - ) do = anR [ VT

-r

Nach Aufgabe 9.10 ist
/\/7’2 —22dx = %\/7’2 — %+ % arcsin 7 + ¢, also
V =4nR- [%'\/TQ — 2+ % arcsin ﬂT

= 47TR(0 + g arcsin 1 — (0 + g arcsin(—1) ))
= 471 Rr? arcsin 1 = 2r? Rr2.

9.16 Essei I, = [ sin"zdx. 12/9/16/1

o\w\a

Ermitteln Sie eine Rekursionsformel fiir /,, und berechnen Sie I,,.

Bl 2
Loésungshinweis zu Aufgabe 9.16 Esist I, = /sin” zdy = n—1 / sin" 2xdr =" - Liafa/16/2
0 0
Fir n =2m bzw. n=2m + 1 ist
_ 2m-1)2m-3)---1 1 _ 2m(2m —2)---2
h="am-2..2 2 " =g hen 03
Losung zu Aufgabe 9.16 Fiir n > 2 erhélt man durch partielle Integration 12/9/16/3

s

2

/sin” rdr =

0

sin® ! z-sin x dx
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Also

sin"xdr = (n—1) /

o —

n
0

und somit
jus jus
2 2

I,= [sin"zder=""1 [sin" 2ode=""L1.7,,.
n n

0 0

Hieraus erhélt man (induktiv) fir n = 2m:

s
3
/sin2mxdx — 2m
0

_ 2m-1)2m - 3) /
om(2m — 2) 1-dz

0

_2m-1)2m-3)---1
o 2m(2m —2)---2 2

5
. 2m—+1 _ 2m 2
/sm xd:p—z +1/Sm
0 0

und fir n=2m +1:

jus

_ 2m(2m—2)---2 /QS. d
T Gmyl)em-_1)...3) Smrer
0

_ 2m(2m—2)---2
T em+D)@Em-1)--3"

9.17 Beweisen Sie, daf} fiir 0 < a, b gilt: 12/9/17/1
r d 2 fir b<a,
. ar = 20/ .
J Va0 2 5 fir a <b.

—%< a?+b? — 2ab — 12/9/17/2

Losungshinweis zu Aufgabe 9.17 Es ist /

a? + b2 — 2bx B
Vva?+ b+ 2ab).
Hieraus folgt die Behauptung.
Losung zu Aufgabe 9.17 Fiir 0 < a, b und t := a? + b? — 2bx gilt: 12/9/17/3

_i/t_% dt = —%-\/%—&-C: —%-\/a2—|—b2 — 2bx + c.

a? + b? — 2bx B
Folglich ist
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a

d _ _1 2 7 _ _ 2 2
/m_ L(Va T 58— 2ab — va® 1 7 + 2ab)

—a

f ~plla=b—(a+b) firb<a
— %< (a—b)— (a—l—b)) fir a <b

2 fir b<a,
- %“ fir a <b.
9.18 Untersuchen Sie folgende uneigentliche Integrale auf Konvergenz : 12/9/18/1
1 ™ 00
2
(a) %, (b) \/fé%, (c) /tanx dz, /—323
0 0 0 2
(%] 0 [e'¢)
. 12
(e) /ﬁzdi o (f) / x‘fl, (2) /sm 3z dz, (h) /:L'e dx.
0 o0 0 0
1 1
Losungshinweis zu Aufgabe 9.18 (a) /f% = 1}3& / d—\/% =2. 12/9/18/2
0 a>0 ¢

3 b
b) / 2?dr  _ lim 2?dr  _ 97
0

Vo—a2 e ) o2 4T

b<3

(c) Das uneigentliche Integral konvergiert nicht.

_
(e) O/x +1 b%oo/l‘ 241 27

(f) Das uneigentliche Integral konvergiert nicht.

(g) Das uneigentliche Integral konvergiert nicht.

00 b
e dr = 1 P I |
(h) /x e " dx bli)nc}o re " dr = 3.
0
Lésung zu Aufgabe 9.18 12/9/18/3

(a) Fiir o >0 ist /dx = 2-y/z + ¢ und somit

a—0 a—0
a>0 ¢ a>0

1
/ L —]im dm —hm(2—2 Vva) = 2.
0
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(b) Fir |z| <3 und z:=3sint, also ¢ = arcsin § gilt:

_a?dr 9 / sin? ¢ dt
V9 — 22 '
Weiterhin ist

/sithdt = —sintcost — /cost(— cost)dt
:—sintcost+/dt—/sin2tdt -

/sithdt = % — %sintcost+ c.
Folglich gilt :

% = %(t—sintcost) +c
VI —X

= %(t—sint-\/l —sin’t) +c

= %arcsin% — %-\/9 —z2+c.
Fir 0 < b < 3 ist dann
3 b
2?dr  _ lim 2% dx
J V9 — a2 223{’0 V9 — a2

— lim(2 ind _b. . /g_p2_9 in0 —
—LILII}(2 arcsin g — g 9—9b 2aurcSan 0)

b<3

:%arcsinl—%w/Q—Q—O:%r.

(c) Fir 0 <z <§ bzw. § <z <m gilt:
/tanxdx:/wdx:—1n|cosx|+c.
COS T

Folglich ist fiir 0 < a < % :

us
a—%

a
/tanxd:v = —In|cosal +1n|cos0] = —In|cosa| — oc.
0

Analog erhélt man fir J <b <m:

us

3
/tanxd:v = —1In|cos | +In|cosb| — —oc.
. b—%

(d) Fir x>2 und b> 2 ist
/d—f:—ljtc, also
X

xXr
00 b
/g; pi 2 Tyl T ) T e
2 2
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(e) Fiir a >0 ist

= lim (arctan b — arctan0) = 7.

/JU +1 b%oo $+1 b%oo
0

(f) Fur = #1 ist
de
/?&—ln|x+1|+c.

Folglich gilt fiir —co<c<b<—-1<a<0:
0

=Inl—In(a+1)=—-In(a+1) — oc.

a——1

-l-l

Analog gilt auch
b

b+
+1 =lnjb+1|—Inlc+ 1] = ln‘ —
c c——o0

Das uneigentliche Integral konvergiert nicht.

(g) Sei 0 < b. Dann ist
b

. b
/sm?wcdx = [— %cos?)x
0
0
_1 1
5 CO8 3b + 5-
Fiir b — oo existiert der Grenzwert nicht, folglich ist das uneigentliche Integral
nicht konvergent.

(h) Fiir g(z) := —2® und f(z) :=e* ist F(z) = ¢ eine Stammfunktion von f und
es gilt (vgl. 9/1/20):

/$-e’m2 dr = —%/(—2:16)5””2 dr = —%/g’(x)f(g(:v)) dr = —%F(g(a:)) +c.

_1 —CE2_|__
€ C.
Folglich ist fiir 0 < b:
0o b
o o — 1 ot — 1 1 L 1,0) 1
/xe d:c—bllglo T-e dx—bll)rgo( 5€ —1—26)—2.
0 0

9.19 (a) Berechnen Sie die Bogenlinge der durch f(x) = %(m2+1)% im Intervall [0,2] 12/9/19/1
definierten Kurve.
(b) Bestimmen Sie die Lénge der Schraubenlinie mit dem Radius r und der
Ganghohe c¢- 27 fiir einen Gewindegang.
(c) Essei f(t) = (acos®t, asin®t) mit 0 <t < 5 (Parameterdarstellung der

Astroide).
Bestimmen Sie die Lénge des gegebenen Kurvenstiicks.
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2
Losungshinweis zu Aufgabe 9.19 (a) Die Lénge der Kurve betragt / 1+ f?(x)dx :12%%;/19/2
0

2w

(b) Die Lénge der Schraubenlinie betrégt / V12 +c2dt = Vr? 4 2-2m.
0

s

(c) Die Léange der Astroide betrégt /3a-cost-sintdt = 4.

Lésung zu Aufgabe 9.19 12/9/19/3

(a) Offenbar ist f in [0,2] stetig differenzierbar. Folglich ist die Lénge der von f
dargestellten Kurve t gegeben durch

/\/1 + f?(z)dzx. (vel. 9/8/12)
0

Es ist f'(z) = (2° +1)2~2$ also
\/1+f/2 \/1+4l’2(.1'2—|—1>_2 (552—1-%)2:23;24—1,

Damit ist

(b)) =

(20 +1)de = [22° + 2] =28 +2=22,

o\w

(b) Die Schraubenlinie ist gegeben durch f : [0, 27] — R® mit

ft) = (rcost_rsmt ct) = (f1(t), f2(t), f3(t)).
Offenbar ist f stetig differenzierbar in [0, 27|, folglich ist

2T
dt = /\/r2sin2t+r2(:os2t+c2dt
0

2
= /\/r2 +c2dt = Vr? + 22,
0

(c) f(t) = (acos®t, asin®t) = (f1(t), fo(t)) ist in [0, 5| stetig differenzierbar, also
= [ e + 2 d.
Es ist 0

2+ f2) = (3a cos” t-(—sin t))2 + (3a sin®t cos t)2
= 9a% cos® tsin?t- (cos? t + sin® t)
= 9a® cos® t sin® t.
Folglich ist 2(t) + 2 = 3acostsint und somit
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[(¥) = 3a

costsint dt = 3a[% sin? t}s = 3?“.

O\M\ﬂ

12.10 Integralrechnung (n Verinderliche)

10.1 Beweisen Sie den Satz 10.1: 12/10/1/1
Es sei D ein Rechteckbereich, f in D definiert und beschriankt und 3, 3, 3, 3
seien beliebige Zerlegungen von D. Dann gilt :
(1) S;() <543
(2) D-inf f(2) <S;(G) wnd 54G) < D-sup (7).

zeD
(3) Ist 3 eine Verfeinerung von 3, dann gilt: S;(3) < S;(3') < S;(3) < S/(3)-
(4) Esist stets S;(3;) < Sy(32)-

Losungshinweis zu Aufgabe 10.1 Man bilde , Rechteckzerlegungen“ von D und 12/10/1/2
fiithre den Beweis analog wie fiir Funktionen mit einer Verdnderlichen (9/2/7).

Losung zu Aufgabe 10.1 Sei a =aqp < a1 < - < aps1 =b, c=cy < c; < --- < 12/10/1/3
Cmy1 = d, D =[a,b] X [c,d],

D;j = lai, ai41] X [¢j,¢j41] und 3={D;; : 0<i<n, 0<j<m} eine Zerlegung

von D.

(1) Wegen a; < a;41, ¢; < ¢j41 und 7i€r11)f f(@) < sup f(T) gilt stets:
x i EEDZ‘J‘

M=
NE

ﬁf@) - :

(@jp1 — az‘)(cj+1 - Cj)'fieanij f(@)

I
[e=]
T.
[e=]

I
-
WE

I
=]
T.
=]

(aiy1 — a;)(aj11 — aj)-isup f(@)
xGDi]-

Il
%]
&l

7(3)-
(2) Fir i=0,...,n und j=0,...,m ist offenbar D;; C D und damit auch
inf f(Z) < inf f(Z) und sup f(z) > sup f(T).
zeD

zeD zE D,‘j EGD”‘

Folglich ist (entsprechend der Bemerkung in 1/1/0):
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(3)

10.2

D-inf f(7) = (b—a)-(d - c) inf f(7)
~ (X3 (0 = ey =) inf 1)
< Xn: i(ai-&-l —a;)(¢jp1 —¢j)-_inf f(Z)

=0 j=0 TED:;
=5/(3) < 54(3) (nach (1))
=Y (a1 — a;)(cji1 — cj)- sup f(T)
i=0 j=0 zeDyj
= (Z D (aivr —a;) (¢ — Cj)) -sup f(T)
i=0 j=0 zeD
= (b—a)(d = c)-sup f(7)
zeD
= D-sup f(z)
zeD
Seien (af),...,al ), (ch,. .., cfnj +1) die entsprechenden Zerlegungen von
[a;, ait1], [¢j, ¢j11], die durch die Verfeinerung 3 von 3 erzeugt wird, und

es sei Dfj = [af, af,] x [c}, ¢} ].

Analog wie im Beweis von (2) erhdlt man
(@i —a)lern — ) f(7) < 33D int f(3) (4
k=0 1=0 zeDy;
und

(ait1 —a;)(cjr1 —¢;)- sup f(T) > ZZDkl sup f(Z). (*)

TED;; k=0 1=0 zeDk

Addiert man die Ungleichungen (%) und (x%) beziiglich i,7, dann entsteht die
gewiinschte Behauptung.

Es sei 3’ eine gemeinsame Verfeinerung von 3; und 3,, d.h., alle Teilrechtecke
von 3; und von 3, sind auch Teilrechtecke von von 3. Dann gilt aufgrund der
vorhergehenden Beweisschritte offenbar

Si(E) < 84() < 5,F) < 94(32)-

Beweisen Sie das Riemannsche Integrierbarkeitskriterium (fiir Doppel- und Dreifach- 12/10/2/1
integrale):

Sei D ein Rechteckbereich bzw. ein Quader und f in D definiert und beschrankt.

Dann gilt: f ist in D integrierbar <=

fiir jedes € > 0 gibt es eine Zerlegung 3 von D, so daB S;(3) —S;(3) <¢

Losungshinweis zu Aufgabe 10.2 Man bilde Zerlegungen von D in Teilrechtecke 12/10/2/2
bzw. Teilquader und fithre den Beweis analog wie bei Aufgabe 10.1

Losung zu Aufgabe 10.2 Wir zeigen die Behauptung fiir Doppelintegrale; fiir Drei- 12/10/2/3
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fachintegrale erfolgt der Beweis vollig analog; man benutzt jedoch den entsprechenden

Satz 10.6 (10/2/3), der analog wie Satz 10.1 leicht zu beweisen ist.

(—) Sei f in D integrierbar, also 7f(T) dz = || f(z)dz.
-

Sei € > 0. Nach Definition des Unterintegrals (als obere Grenze der Menge aller Untersummen)

existiert offenbar eine Zerlegung 3, von D, so dafl
0< Jf 1@ dz—s,G) < 5.
D

Analog gibt es eine Zerlegung 3, von D, so dafl
0<S/) - [[ @z <5,
D

Fir die gemeinsame Verfeinerung 3 von 3, und 3, gilt dann (nach Aufgabe 10.1) erst

recht
0< [[r@dz-5,6) <5 wd 0<3,G) ~ [[r@dr <

und somit
0< [[ 1@ dz - 8,G)+5,6) — [[ 1@)dw < =
D D
Folglich ist
0<5¢(3) —8;() <e.

(«—) Angenommen, f ist in D nicht integrierbar. Dann gilt:

o< [[1@ar - [[ @z =<

Nach Voraussetzung existiert fiir dieses ¢ eine Zerlegung 3 von D, so daf3
S¢(3) —S;(3) <e.
Folglich ist

H:ﬂ}@mz—ﬂ}@ymgﬁﬂa—gﬂy<g.AN

D D

10.3 Es sei D ein Rechteck bzw. ein Quader und f: D — R sei in D beschrankt.

Zeigen Sie:
(a) Ist f in D stetig, dann ist f in D integrierbar.

(b) Besitzt f in D hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen, dann ist f in D

integrierbar.
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Losungshinweis zu Aufgabe 10.3 (a) Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Riemannschen
Integrierbarkeitskriteriums

(vgl. 10/1/10)

(b) Der Beweis erfolgt induktiv iiber die Anzahl der Unstetigkeitsstellen. Der

Fall, bei dem genau eine Unstetigkeit auftritt, wird analog wie fiir Funktionen
einer Veranderlichen bewiesen (vgl. 9/4/3).

Losung zu Aufgabe 10.3

(a)

Wir benutzen das Riemannsche Integrierbarkeitskriterium (vgl. Aufgabe 10.1).

Sei D ein Rechteckbereich (fiir Quader erfolgt der Beweis véllig analog). Offenbar ist
die Menge D beschriankt und abgeschlossen. Nach Satz 6.17 (6/3/30) ist f in D
gleichméafig stetig.

Sei € > 0. Wir suchen eine Zerlegung 3 von D, so da S(3) — S;(3) <e. Sei d
der Flicheninhalt von D ( d= (b—a)(d—c)) und & > 0 beliebig, jedoch so gewahlt,
dafl &' < % Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von f in D existiert fiir &’ > 0
ein &' > 0, so daB fiir jedes 7,7 € D mit |7 —g| < ¢ gilt: |f(T) — f(7)] < €.
Sei 3={D;; :0<i<n,0<j<m} eine Zerlegung von D (vgl. 10/1/0), so daB
d(3) := max{Diagonale von D;; : 0 <i <n,0 < j <m} < ¢. Dann gilt (falls
D;; bzw. D als Flacheninhalt der entsprechenden Rechtecke aufgefafit wird; vgl. Bemerkung in
10/1/0):

n m

S1(3) = S;(3) =YY Dyj-( sup f(@) — _inf f(7))

i=0 j=0 T€D;; TEDi

</, Wegen [z-g|<d’
n m
< (XX Dy)-¢
i=0 j=0
=D =de <e.

Ist D ein Quader, dann sind im Beweis , Fldcheninhalt von D bzw. von D;;*“
durch ,,Volumen von D bzw. von D;;;“ zu ersetzen, und anstatt Doppelsummen
entstehen Dreifachsummen.

Wir fithren den Beweis induktiv {iber die Anzahl k der Unstetigkeitsstellen.

Fir k=0 ist f in D stetig und somit nach (a) integrierbar.

Mit Hilfe des Riemann-Kriteriums beweisen wir zunéchst den folgenden Hilfssatz:
Ist f in D definiert und beschrdnkt und besitzt f in D genau eine Unstetigkeits-
stelle, dann ist f in D integrierbar.

(Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 9.11 (9/4/2)).

Es sei D ein Rechteck (fiir den Fall, dal D ein Quader ist verliuft der Beweis analog).
Sei D = [a,b] X [¢,d] und («, B) € D die Unstetigkeitsstelle von f. Nach Voraus-
setzung ist f in D beschriankt, folglich gibt es ein C' € R mit |f(Z)| < C fir
alle T € D. Sei ¢ >0, a <o <a<?ld <bund V¥ —a so klein gewihlt, dafl

bV —d < m, dann ist (0" —a')-(d — ¢)-2C' < £.
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10.4

Die Rechtecke D; := [a,d'] X [¢,d] und Dq := [V, b] X [¢,d] enthalten keine Unste-
tigkeitsstellen von f (falls a = a bzw. a = b, dann entfillt Dy bzw D, ), folglich ist f in
D; und in D, integrierbar. Nach dem Riemann-Kriterium existieren Zerlegungen
31, 35 von Dy bzw. Dy, so daf

Sr(3) —S4(G1) <§ und  Sy(3,) —5;(G,) <5
31, 3o unterteilen insbesondere das Intervall [c,d] in Teilintervalle. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, daf§ 3; und 3, die gleichen Unterteilungspunkte in [c,d] ent-
halten, anderenfalls wihlen wir die gemeinsame Verfeinerung. Die Unterteilungs-
punkte seien gegeben durch ¢ =c¢y < c¢; < -+ < ¢pa1 = d. Die durch 3y, 3, defi-
nierten Zerlegungspunkte a =ay < ay < ---<aq=d, V' =a 1 < - <apy1 =0
lassen sich zu einer Zerlegung des Intervalls [a,b] zusammenfiigen; es sei

D;; = [ai, ait1] % [¢j,¢j41] und F:={D;; : 0<i<n,0<j<m}.
Folglich gilt fiir D' := [a/, V] X [c,d]:

e>S5;(31) —SG)+ (W —a)- (d—c) -(sup f(@) — inf f(@))

N——— N—_—— TeD

zeD’

(arp1—ar) 37" (cjp1—c;)
+57(32) — 94(35)
=5¢(3) — 5¢(3)-
Damit ist der Hilfssatz bewiesen, der natiirlich auch vollig analog gilt, wenn anstatt
a < a <l im Intervall [a,b] der Fall ¢ < <d in [c,d] betrachtet wird.

<2C

Es sei jetzt k£ > 1 und fiir £ gelte die Behauptung bereits; wir beweisen sie fiir
k+1.

Offenbar 148t sich D (als Rechteckbereich bzw. als Quader) so in zwei Teile D7 und Dy
(Teilrechtecke bzw. Teilquader) zerlegen, dafl D; und D,y jeweils hochstens k Unste-
tigkeitsstellen enthélt. Nach Induktionsvoraussetzung ist f dann in D; und Do
integrierbar. Folglich gibt es nach dem Riemann-Kriterium Zerlegungen 3, und 3,
von Dy bzw. Ds, so daB S;(3;) —S;(3;) < 5 fir 4 =1,2. Mittels der im Hilfssatz
benutzten Methode erhélt man aus 3; und 3, eine Zerlegung 3 von D, fiir die
S1(3) - 9,6) < < gilt.

Es sei [a,b] ein Intervall in R, ¢, ¥ : [a,b] — R seien stetig in [a,d],
und es gelte ¢(x) < (z) fir alle = € [a,b]. Weiterhin sei
B:={(z,y): a<x<b, p(x) <y <1(x)} (v-einfacher Bereich).
Zeigen Sie: B ist kompakt.

Losungshinweis zu Aufgabe 10.4 Die Beschrinktheit ist sehr einfach nachzuweisen.

Fiir die Abgeschlossenheit zeigt man, daf§ jeder Haufungspunkt (a,f) von B zu B
gehort. Hierbei wird benutzt, dal es zu («, ) eine Folge (z,,y,) in B gibt mit

(@n, yn) = (@, ).

Losung zu Aufgabe 10.4 Wir beweisen zunichst die Beschrinktheit von B.
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Nach Voraussetzung sind ¢ und ¢ in [a,b] stetig. Folglich besitzt insbesondere v ein
Maximum M und ¢ ein Minimum m in [a,b]. Fiir alle (z,y) € B gilt somit:

a<zr<b und m<y<M.

Folglich ist B beschrankt.

Es bleibt die Abgeschlossenheit von B nachzuweisen. Dazu sei («, ) ein Haufungs-
punkt von B. Es geniigt zu zeigen, daf} («, ) € B.

Es sei (x,,y,) eine Folge in B mit (z,,y,) — («, (), also auch z, — a, y, —
und a < z,, < b, o(x,) <y, < Y(x,). Offenbar ist a < a < b; es geniigt zu zeigen:
p(a) < B < ¥(a).

Angenommen, [ < p(a) oder ¢(a) < .

Wir fiithren f < ¢(«) zum Widerspruch; der Fall ¢ («) <  wird analog behandelt.
Sei ¢ >0 und € < p(a) — . Da ¢ stetig ist in [a,b], ist auch ¢(x)— —¢e dort stetig
und ¢(a) ——e > 0. Folglich existiert eine Umgebung Us(a), so dal p(z)—F—¢e >0
fur alle € Us(a) (vgl. 6/3/11), also ¢(z) > [+ €. Insbesondere ist y,, > ¢(z,) > f+¢
fiir alle Folgeglieder (z,,y,). Die Umgebung (o —d,a+9) x (5 —¢, 8 +¢) enthélt also
kein Folgeglied und somit ist (a, #) kein Haufungspunkt von B. 'A/ !

10.5 Man beweise Satz 10.7 (10/2/8 — dreifach iterierte Integrale iiber Quadern):
Sei D = [a,a*] x [b,b*] x [¢,c*] und f(x,y,z) in D integrierbar. Ist f(x,y,z) fir
jedes fixierte « € [a,a*] (als Funktion von y,2) in [b,b*] X [¢,¢*] := D’ integrierbar
und F(z) := // f(z,y,2)dydz (als Funktion von x) in [a,a*] integrierbar, dann ist

// f(z,y, 2) dedydz = /a( //f(x,y,z) dydz)dx

Losungshinweis zu Aufgabe 10.5 Der Beweis erfolgt analog wie der zu Satz 10.4

(10/1/22).

Losung zu Aufgabe 10.5 Seien 3, = (ag,---,an+1), 32 = (bo,---,bms1), 33 =
(co,...,cpt1) Zerlegungen der Intervalle [a,a*], [b,b*] bzw. [c,c¢*], Dij, = [a;, Giy1] X
b}, b]+1] X [cy, Cyt1], Djy = [bj,bj41] X [cv,co1] und 3={D;;, :0<i<mn, 0<j<
m, 0 <v <k}

Dann ist mit Hilfe des Satzes 10.1 (10/1/3) leicht nachzuweisen, dafl

//fxy, dydz—ZZ//fxy, ) dydz.

]01/0

Folglich ist
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/a* dx—/ /fa:y, dydz)

a
az+l

= / //f T,Y, 2 dydz)

i=0 4,

3

Aj4+1

/ ZZ //fa:y, dydz)d

a; J=0v=0

n
1=0

Fir alle 7 € D und h;j, == mf f( ), Hij, = sup f(T), gilt stets:

131) meD”V
hij, < f(T) < H;;, und somit nach Satz 10.2 (10/1/11)
l]’/ — / f T,Y,~ dde < H’L]l/ D/

Folglich ist

ai4+1

hijV‘D;V'(aiJrl - ai) S / ( / f(%,y,Z) dde)dl' S Hiju'D;'y'(a’iJrl - ai)-

a;

Dyjy Dijy
Summiert man die Ungleichungen nach 1, j, v, so erhélt man

n

S¢(3) =2 f: > hijp Digy

i=0 j=0 v=0

it
n m k

<ZZZ/ //fxy, dydz)

1=0j=0v=0 4,

_/(/ f(a,y, 2) dydz)da

m k
Z Z HijV'Diju

j=0v=0
= 5¢(3)-
Da f in D integrierbar ist, unterscheiden sich nach dem Riemann-Kriterium Ober- und

Untersumme von f bei geeigneten Zerlegungen um beliebig wenig. Nach Definition des
Integrals gilt stets:

S;(3) < // f(z,y, 2) dedydz < S(3).

A
M3 :

[e=]

1=

Folglich ist

// f(z,y, 2) dedydz = /“*<//f(a:,y,z) dydz)dx
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10.6 Sei D :={(z,y): 0<z <1, 1<y <2} und f seiin D durch f(z,y)=2" 12/10/6/1
definiert.
Man berechne //f(x,y) dzdy.
D

2 1

Lésungshinweis zu Aufgabe 10.6 //f(x,y) dxdy = /(/xy da:')dy = ln%. 12/10/6/2
D 1 0

Losung zu Aufgabe 10.6 Fir D = {(z,y):0<2 <1, 1<y <2} ist 12/10/6/3

Inz
oy fevmro falls @ #0
flay) =" = { 0, falls z = 0.

In D ist f stetig. Fir (z,y) € D und = # 0 ist dies offensichtlich. Es sei nun
=0, 1 <y <2 und (z,,y,) eine gegen (0,y) konvergierende Folge aus D, also
xn, — 0, y, — y. Fiir die Folgeglieder (z;, Ym,) mit x,, =0 ist f(zm,, Ym,) = 0.

Sei (n,;,Yn;) die Teilfolge von (x,,y,) mit x,, # 0. Dann ist

f(l‘ni? ynl) = eyni.lnxni — Oa

1—+00
denn Inz,, —— —oo und (y,,) ist beschrénkt. Also
Jim f(2n,yn) = 0 = f(0,y).

Damit ist f auch in (0,y) stetig. Die Berechnung des Integrals erfolgt nun mit Hilfe
des Korollars zum Satz 10.3 (10/1/16). Es ist

10.7 Essei B:={(z,y):0<2<1, 0<y<z?} und f seiin B durch 12/10/7/1
f(z,y) = 2% + Ty* definiert. Berechnen Sie //f(a:, y) dzdy.
B
1 ()
Losungshinweis zu Aufgabe 10.7 //f(:p,y) drdy = /( f(z,y) dy) dr = 1% 12/10/7/2
B 0 o)

Lésung zu Aufgabe 10.7 Fiir ¢(z) := 0, ¢(x) := 2? sind ¢ und ¢ stetig in [0,1]. 12/10/7/3
Folglich bildet die Menge
B={(z,y) : 0< 2z <1, p() <y <¢(x)} einen z-einfachen Bereich. Da f in B
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stetig ist, 1aBt sich das Integral //f(:v,y) dxdy mit Hilfe des Satzes 10.5 (1) (10/1/26)
B

berechnen. Es ist

//fxydxdy /1

10.8 Berechnen Sie mit Hilfe des Integrals das Volumen der Punktmenge 12/10/8/1
B={(z,y,2): 2 +y* <1 und 0<2< f(z,y)},
wobei f(z,y) =2+ % + % (schriigabgeschnittener Zylinder).

Losungshinweis zu Aufgabe 10.8 Es sei G = {(z,y) : =1 < a <1, ¢(z) <y < 12/10/8/2
Y(x)} mit p(zr) =—v1—2? und () =1 — 22,

1 ()
Das Volumen betrégt / f(z,y) dxdy = /( / (2 + 3 —i— )dm = 2.
G -1

()

Losung zu Aufgabe 10.8 Die Grundfliche G des Zylinders ist gegeben durch 22 + 12/10/8/3
y?> < 1, d.h., G ist ein Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt (0,0). Sei

o(x) == =1 =22 und Y(z) := V1 —22 Dannist G={(z,y): -1 <z <1, p(x) <

y <¥(z)} ein z-einfacher Bereich, in dem f(z,y) =2+ § + % definiert und stetig ist.
Folglich gilt nach Satz 10.5 (1) (10/1/26):
P(z
/ f(z,y) dedy = ( / 2+ 5+ %)dy) dx
G

w(z)

]
_/j[(z%;
-

yz p(x)
6] e dr (wegen ¢(x)= —(x))

)
(
)y +
22+ §)-v(w) + 52 - 5D dr

1
:4/\/1—x2dm+/x-\/1—$2daﬁ.
el -1
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Es ist / V1—a2dx = T (vgl. Beispiele: 9/6/1/4). Weiterhin ist
/$-\/1—$2d$:— /\/_dt %\/ - a2 (t:=1-2?)
1
und somit / V1 —a22dr =0. Damit ist das Volumen der Punktmenge B gegeben

durch // f(z,y) dedy = 27.

10.9 In dem Intervall [0,1] seien die Funktionen ¢, ¢ durch ¢(z) := 2? und ¥(x) := 12/10/9/1
Wz definiert. B sei der durch B := {(z,y) : 0 < a < 1, p(z) < y < ¢(z)
gegebene z-einfache Bereich. Weiterhin sei f(z,y) = /r — y*.

(a) Berechnen Sie //f(x,y) dxdy.

B
(b) Stellen Sie B als y-einfachen Bereich dar, und berechnen Sie das Integral
erneut, jedoch jetzt {iber dem y-einfachen Bereich B.

1 ()
Losungshinweis zu Aufgabe 10.9 (a) //f(x,y) dxdy = / ( / (VT —13?) dy) dr = % 12/10/9/2
B 0 ()

(b) Esist B=Bi:={(z,y): ¢1(y) <z <¢i(y), 0<y <1} mit o(y) =y
und ¥y (y) = /¥y und somit
1 i(y)

[ yydedy = [ ([ fe.y)de)dy=

v1(y)

IS

Losung zu Aufgabe 10.9 12/10/9/3

(a) Offenbarist f(z,y) = /r—y? in B stetig. Folglich gilt nach Satz 10.5 (1) (10/1/26):

¥(z)

/ffcydfcdy / (Vo —y?) dy) do




(b) B 14t sich wie folgt als y-einfacher Bereich B; darstellen:

By = {(z,y) s p1(y) <z <th(y), 0 <y <13,
wobei ¢1(y) =y, ¥1(y) = /y. Weiterhinist f(z,y) in By stetig und somit nach
Satz 10.5 (b) (10/1/26)'

wl(y

10.10 Man berechne das Integral ///% iiber dem Tetraeder B, das von 12/10/10/1

B
den Ebenen z=0; y=0; 2=0; x +y+ 2z =1 begrenzt wird.

Losungshinweis zu Aufgabe 10.104/ f(z,y, z) dedydz = / 0/ / m&% },dy)

— 1 ~
= 16 In2 =~ 0,034.

Losung zu Aufgabe 10.10 Wir stellen zunéchst das Tetraeder als einfachen Bereich 12/10/10/3
dar. Fir z = 0, also fiir die x-y-Ebene folgt aus x+y+ 2 = 1 die Gleichung y =1—=x

Setzt man ¢1(x) =0 und ¢ (x) = 1 —=z, so erhilt man in der z-y-Ebene den einfachen

Bereich

B :={(z,y):0<2 <1, 0<y<1—ax} (sicheauch 10/2/12).

Wé&hlt man nun ¢o(x,y) := 0 und Ys(x,y) := 2 = 1 — x — y, so entsteht der dreidi-
mensionale einfache Bereich

B={(z,y,2):0<2z<1,0<y<1l—2z 0<z2<1-—2x—y}

Offenbar ist die Funktion f(z,y,z2) = m in B stetig, folglich 148t sich das
y+z

Dreifachintegral mit Hilfe des Satzes 10.9 (10/2/19) wie folgt berechnen:
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Y
( 0/ (1+x43y+z)3

1
x+—x2+lln|1+x|}0
-+ 5m2~0,034.
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